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Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit 
offenen Einden. 
(Von Herrn H. Helmholtz zu Heidelberg.) 





Die mathematische Theorie der Orgelpfeifen ist von den bedeutend- 
sten mathematischen Physikern vielfältig behandelt worden, aber seit den ersten 
Schritten, welche D. Bernoulli und Euler gethan haben, und durch welche 
die Haupizüge der Erscheinung eine annähernde Erklärung fanden, um keinen 
wesentlichen Schritt vorgerückt. Der Grund davon hat hauptsächlich darin 
gelegen, dafs die Mathematiker es nicht wagten, die Annahme aufzugeben, 
dafs die Bewegung der Lufttheilchen im Innern der Röhre überall ihrer Axe 
parallel gerichtet, und sowohl die Geschwindigkeit wie der Druck in allen Punk- 
ten desselben Querschnitts der Röhre gleich grofs sei. Diese von den ersten 
Bearbeitern der Einfachheit wegen gemachte Annahme ist ganz unbedenklich für 
die von offenen Enden enifernteren Theile einer eylindrischen oder prismati- 
schen Röhre, aber in der Nähe offener Enden, wo die ebenen Wellen der Röhre 
in den freien Raum überzugehen anfangen, um sich dort in Form kugeliger 
Wellen auszubreiten, ist jene Annahme nicht mehr zulässig, da es klar ist, 
dafs ein solcher Uebergang nicht sprungweise geschehen kann. Bernoulli, 
Euler und Layrange hatten angenommen, dafs die Verdichtung am offenen 
Ende der Röhre stets gleich Null sei. Dafs sie sehr viel kleiner sein müsse 
als bei den gleichen Wellenphasen im Innern der Röhre, wo die bewegte 
Luft von den Röhrenwänden gehindert wird, sich seitlich auszudehnen, ist 
leicht einzusehen, da am offenen Ende kein anderes Hindernifs ihrer Aus- 
dehnung besteht als die Trägheit der benachbarten Luftmassen. In so fern 
nähert sich jene Annahme und die darauf basirte Theorie allerdings sehr der 
Wahrheit, aber sie ist nicht vollständig richtig. Denn die Dichtigkeit am 
Ende der Röhre mufs allerdings gleich gesetzt werden der Dichtigkeit der 
anstofsenden Luft im freien Raume, aber nicht der constanten Dichtigkeit der 
ruhenden Luft, sondern der veränderten Dichtigkeit dieser selbst in Vibration 
gerathenen Luft. Deshalb widersprechen die Folgerungen aus jener Annahme 


auch in mancher anderen Beziehung der Erfahrung. So folgt daraus, wie 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 1. 1 








2 Helmholiz, über Luftschwingungen in ofjenen Röhren. 


schon Poisson hervorgehoben hat, dafs bei gewissen Röhrenlängen die Schwin- 
sungen im Innern, welche eine endliche Kraft oder eine endliche mitgetheilte 
Bewegung erregt, unendlich grofs werden, und einmal erregt, nicht wieder 
erlöschen. weil sie nichts von ihrer lebendigen Kraft der äufseren Luft mit- 
theilen. Kuler #*) selbst hatte diese Abweichungen dadurch erklären wollen, 
dafs die Erschütterung sich zum Theil den Wänden der Röhre mittheilte und 
dadurch der Luftmasse verloren ginge. Porsson **) suchte den Grund rich- 
tiger in dem Umstande, dafs die Verdichtung am offenen Ende der Röhre 
nicht vollständig gleich Null, sondern nur sehr klein sei. Aber er wulste 
ihren wirklichen Werth nicht zu finden, sondern baute seine Theorie auf eine 
neue Hypothese, welche sich in unserer Untersuchung als im Allgemeinen 
unrichlig erweisen wird. Er machte nämlich die Annahme, dafs die Verdich- 
tung am Ende der Röhre proportional der Geschwindigkeit sei, wie sie es 
bei ebenen fortschreitenden Wellen ist. Wenn die Geschwindigkeit v, die 
Verdichtung s, die Schallgeschwindigkeit @ ist, so setzte er 
kv = us. 


Die Constante A nimmt er an geschlossenen Enden als sehr klein, an offenen 
als sehr grofs an; ihr wirklicher Werth bleibt unbestimmt. Dieser Annahme 


je) 


vemäls mülsten am offenen Ende der Röhre die Maxima der Geschwindigkeit 
mit den Maximis der Verdichtung der Luft der Zeit nach zusammenfallen. Im 
Gregentheil wird die von uns anzustellende vollständigere Analyse zeigen, dafs 
beide nahehin um ein Viertel der Schwingungsdauer auseinanderfallen. Porssons 
Annahme beseitigt die genannten Uebelstände der früheren Theorien, indem 
bei seiner Hypothese allerdings Schall in den freien Raum übergeht, und des- 
halb die Schallschwingungen in der Röhre schnell erlöschen, sobald die er- 
regende Kraft aufgehört hat zu wirken. Wie viel Schall aber in den freien 
Raum bei jeder Reflexion der Schallwellen übergeht, hängt von dem unbe- 
kannten Werthe der Constante % ab, und bleibt deshalb selbst unbekannt. 


Andrerseits folgt aus Po:ssons wie aus der älteren Annahme, dafs 
die Flächen kleinster Bewegung (Knotenflächen) genau um eine Viertelwellen- 
länge vom offenen Ende der Röhre abstehen, was allen älteren und neueren 
Erfahrungen über die Höhe der durch Anblasen erzeugten Töne und der 


*) Novi Commentarii Acad. Petrop. Tom. XVI, p. 347. 
**) Memoires de l’Academie des Sciences 1817 T. II, p. 305. 
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durch die Resonanz der Röhre verstärkten Töne widerspricht und durch die 
directen Versuche von Hopkins über die Lage der Knotenflächen widerlegt 
wird. Diese Flächen sind in offenen eylindrischen und prismatischen Röhren 
vom Ende der Röhre etwas weniger entfernt, als die Viertelwellenlänge be- 
trägt. Gegen Porssons Versuch zu erklären, warum beim Anblasen beider- 
seits offener Röhren tiefere Töne entstehen, als seine Theorie erwarten läfst. 
haben schon Quet und Zamminer gegründete Bedenken erhoben. Poissons 
Formeln ergeben nämlich, dafs, wenn eine Bewegung von bestimmter Ampli- 
tude der Luft der Röhre in einem Knotenpunkte mitgelheilt wird. die Am- 
plitude in den Schwingungsbäuchen sehr grofs wird. nämlich von derselben 
Ordnung wie Porssons Constante A. Daraus schliefst er. dafs für diesen Fall 
die Amplituden der Schwingung gröfser würden, als es die bei der Ableitung 
der Bewegungsgleichungen gemachte Annahme unendlich kleiner Vibrationen 
erlaubte. Unter diesen Umständen sei also Schallbewegung unmöglich, und 
es könnten deshalb beim Anblasen der Röhre nur Töne entstehen, die sich 
dieser Grenze der Tonhöhe näherten. wirklich aber immer tiefer bleiben 
müfsten. Mathemalisch ist dieser Schluls unzulässig. denn wie grofs auch die 
übrigens durchaus unbekannt bleibende Gröfse k sein mag, so würde doch 
immer die Gröfse der mitgelheilten Amplituden so klein gewählt werden kön- 
nen, dafs die Bewegungsgleichungen der Schallbewegung anwendbar bleiben. 
und auch der Erfahrung widerspricht diese Darstellung. Allerdings tritt in 
den Versuchen von Hopkins die Schwierigkeit, der Luft der Röhre in einer 
Knotenfläche eine gegebene Bewegung mitzutheilen, deutlich in die Erschei- 
nung, weil nämlich hier der Widerstand der Luft den Schwingungen der von 
Hopkins angewendeten schwingenden Platten am meisten hinderlich wird. 
Die lebendige Kraft der Bewegung. welche der schwingende Körper an die 
Luft abgeben mufs, um die starke Resonanz der Röhre zu unterhalten. wird 
hier am bedeutendsten. und wenn also der schwingende Körper nicht ge- 
nügend viel lebendige Kraft erzeugen und abgeben kann, hört er auf zu 
schwingen. Wendet man dagegen Platten an, die von Stimmgabeln erschütter! 
werden, deren Vibrationen zu kräftig sind, um durch den Luftwiderstand er- 
heblich verändert zu werden, so erhält man gerade in den Fällen die vollste 
und schönste Resonanz, wo die Platte in einer Knotenfläche der Röhre liegt, 
und nach Poisson die Resonanz unmöglich wäre. Aufserdem zeigt sich in 
den Versuchen von Hopkins die Schwierigkeit des Tönens der Platten gerade 


bei solchen Tönen. wie sie das Anblasen der Röhre giebt, aber nicht bei 
1 3° 
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den etwas höheren Tönen, welche Poisson als unmöglich betrachtet; diese 
kommen ohne Schwierigkeit zu Stande. 

Es hat übrigens Quel*) diese Unzulänglichkeiten von Poissons Theorie, 
die nicht nothwendig aus seiner Fundamentalhypothese fliefsen, verbessert, 
während er sich übrigens dieser Hypothese anschliefst und ihre Richtigkeit 
wahrscheinlich zu machen sucht. 

Hopkins **) hat die Beschränkung, welche in Poissons Grenzbedin- 
sung für das offene Ende der Röhre liegt. weggelassen und nur die Be- 
dingung festgehalten, dafs der Druck am offenen Ende klein sein müsse, und 
dadurch die Möglichkeit offen behalten, in seinen Formeln die Uebereinstimmung 
mit den Thatsachen vollständig zu bewahren, aber freilich bleiben die Con- 
stanten, von denen die Lage der Knotenflächen und die Phasenunterschiede in 
den einzelnen Theilen der Röhre abhängen, in der Theorie unbekannt. Da- 
gegen hat Hopkins eine Reihe wichtiger Versuche über die Lage der Knoten- 
punkte und die Tonhöhe ausgeführt, um eine jener Constanten wenigstens 
empirisch zu bestimmen. 

Duhamel -;) stellte sich zur Aufgabe, den Einflufs der der Axe nicht 
parallelen Bewegungen in Röhren zu ermitteln. Da er aber für das offene 
Ende sich mit der einfachen Annahme begnügt, dafs hier der Druck gleich 
Null sei, verschwindet der Einflufs, den die seitlichen Bewegungen der Luft- 
theile hier haben aus seiner Rechnung, und er kommt zu dem Schlusse, dafs 
die Differenz zwischen Theorie und Erfahrung nicht von dem Vorkommen 
solcher Bewegungen abhängt. 

Masson ---;) endlich vertheidigt die Theorie von Poisson im Ganzen 
und sucht die Uebereinstimmung zwischen ihr und der Erfahrung durch eine 
neue Hypothese über die Bewegungsart der Luft in dem der Anblaseöffnung 
nächsten Abschnitte der Luftsäule herzustellen. 

Uebrigens ist es klar, dafs, sobald die Gestalt des ganzen Luftraums, 
sowohl des inneren der Pfeife als des äufseren, gegeben ist — wir nehmen 
ihn im Folgenden immer als von festen Wänden begrenzt an — und wenn 
ferner die den Schall erregenden Kräfte gegeben sind, die Aufgabe mathe- 





*) Liowville Journal, Tom. XX, p. 1. 


**) Transaclions of Ihe Cambridge Philos. Soc. Vol. V. — Poggendorfs Annalen 
Bd. XLIV, p. 246. | 


+) Liouwville Journal, Tom. XIV, p. 49. 
jr) Annales de Chimie et de Physique, Ser. 3, Tom. XL, p. 418. 
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matisch vollständig bestimmt ist, und keine weitere Hypothese über den Zu- 
stand der Luft am offenen Ende einer Pfeife zu machen ist. Eine richtig 
angestellie Analyse der Aufgabe mufs darüber vollständigen Aufschlufs geben. 

Akustische Untersuchungen, bei denen ich über die bisher unerledigten 
Punkte der Theorie Auskunft brauchte, waren für mich die Veranlassung, die 
Untersuchung aufzunehmen, in welcher Weise sich ebene Schallwellen, die in 
der Tiefe einer cylindrischen Röhre erregt worden sind, bei ihrem Ueber- 
gange in den freien Raum erhalten, und ich habe gefunden, dafs die gegen- 
wärtigen Hülfsmittel der Analysis ausreichen über die wesentlichen hier in 
Betracht kommenden Fragen genügende Auskunft zu geben, ohne dafs es 
nöthig ist irgend eine Hypothese zu machen. 

Die Kräfte der Analyse sind in den bisherigen Arbeiten über Theorie 
des Schalles hauptsächlich darauf hin angespannt worden, den Verlauf einer 
ursprünglich vorhandenen Gleichgewichtsstörung in einer Luftmasse, die übri- 
gens keiner Einwirkung fremder Kräfte unterliegt, zu bestimmen. Bei den 
Tönen der Pfeifen ist aber dieses Problem von verhältnifsmäfsig unterge- 
ordneter Wichtigkeit. Es handelt sich hauptsächlich darum, die Schwingungs- 
form zu ermitteln, welche schliefslich sich dauernd herstellt, wenn die die 
Schwingungen erregende Ursache dauernd und gleichmäfsig fortwirkt. Es ist 
ferner unnöthig, dafs wir die Analyse durch Beibehaltung der willkürlichen 
Functionen verwickelter machen, welche die Form der ursprünglich erregten 
Schwingung ausdrücken. Wir werden vielmehr voraussetzen, dafs diese 
Vibrationen denen eines einfachen Tones von rn Schwingungen in der Secunde 
entsprechen, also von der Form cos(2rnt--c) sind. Die Willkürlichkeit der 
Form würde sich ja auch nach erfolgter Auflösung des Problems immer leicht 
herstellen lassen durch Zusammensetzung einer gröfseren Zahl von solchen 
einfachen Tönen. 

Da somit die Form der Aufgabe etwas anders gefafst wird, als es in 
den akustischen Untersuchungen bisher geschehen war, ist es nöthig, in den 
ersten fünf Paragraphen einige allgemeine Untersuchungen über die Natur der 
hier vorkommenden Functionen vorauszuschicken. Es zeigt sich, dafs wir 
es dabei mit Functionen zu thun haben, die, wenn die Wellenlänge unend- 
lich grofs wird, übergehen in die Formen der electrischen (oder magnetischen) 
Potentialfunctionen und dafs eine ganze Reihe der interessanten Eigenschaf- 
ten, die für diese Functionen bekannt sind, auch für jene gelten. Da ich 
schon in einer früheren Arbeit für die Function, deren Differentialquotienten 
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nach drei rechtwinkeligen Coordinatenaxen genommen die drei entsprechenden 
Componenten der Geschwindigkeit geben, den Namen des G@eschwindigkeits- 
potentials vorgeschlagen habe, so läfst sich diese Analogie auch weiter in der 
Bezeichnung festhalten. Den electrischen Massenpunkten entsprechen die 
Erreyungspunkte des Schalls, der Masse der ersteren die Intensität der 
letzteren. Sind die letzteren continuirlich im Raume oder auf einer Fläche 
vertheilt, so läfst sich der Begriff der Dichtigkeit auf sie übertragen, und es 
lassen sich in beiden Fällen Beziehungen ganz analoger Art zwischen ihrer 
Dichtigkeit und den Differentialquotienten des Geschwindigkeitspotentials auf- 
stellen. wie sie für die electrische Dichtigkeit und die Differentialquotienten 
der eleetrischen Potentialfunctionen gelten. 


Den Haupinutzen gewährt aber die Uebertragung des Theorems von 
Green ®) auf die hier vorliegenden Verhältnisse, welches sich schon für die 
Theorie der Electricität und des Magnetismus so aufserordentlich fruchtbar ge- 
zeigt hat. Von allgemeinen Sätzen. die daraus herfliefsen, sollen nur folgende 
hervorgehoben werden: 1) Die Schallbewegung in jedem allseitig beyrenz- 
ten Raume, welcher keine Erregungspunkte enthält, kann stets dargestellt 
werden als ausgehend von Erregungspunkten, die nur längs der ÖÜber- 
fläche des Raumes in einer oder zwei einander unendlich nahen Schich- 
ten ausgebreitet sind. 2) In jedem Raume, dessen sämmtliche Dimensio- 
nen verschwindend klein gegen die Wellenlänge sind, können für das 
Geschwindigkeitspotential der Luftbewegung die analytischen Formen der 
electrischen Potentialfunctionen geselzt werden, welche von jenem nur 
unendlich wenig unterschieden sind. 3) Wenn in einem theils von end- 
lich ausgedehnten festen Wänden begrenzten, theils unbegrenzten Raume 
Schalt im Punkte a erregt wird, so ist das Geschwindigkeitspotential in 
einem anderen Punkte b so grofs, als es in a sein würde, wenn dieselbe 
Schallerregung in b statlfände. 


Speciell werden in $.1 die Bewegungsgeseize der Luft für die vor- 
liegende Aufgabe umgelormt, in $.2 die allgemeinen Formen des Geschwin- 
digkeitspotenlials für einen von Erregungspunkten freien Raum untersucht. 
in $.3 die Beziehungen zwischen der Dichtigkeit continuirlich verbreiteter 
Erregungspunkte und dem Geschwindigkeitspotential festgestellt. in $.4 die- 


*) Dieses Journal Bd. XLIV, 8. 360. 
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selben für Erregungspunkte, die continuirlich über eine Fläche verbreitet sind, 


und das Theorem von @reen auf die Schallbewegung übertragen. in $.5 
endlich werden die Grenzbedingungen für weit von den Erregungspunkten 
entfernte Flächen aufgestellt, durch welche die Wellen in den unendlichen 
freien Raum hinauslaufen. 


Nachdem so die wichtigsten allgemeinen Gesetze der electrischen Po- 
tentialfunctionen für die Lehre von den Schallwellen anwendbar „emach! 
worden sind, werden die allgemeinen Gesetze der Bewegung der Luft in 
Röhren mit offenen Mündungen durch wiederholte Anwendung des @reenschen 
Satzes in $. 6 abgeleite. Es wird hier zunächst vorausgeselzt, dals die 
Röhren unendlich lang und ceylindrisch von beliebigem Querschnitte seien. Nur 
in einer so kleinen Entfernung von ihrer Mündung, dafs deren Grölse gegen 
die Wellenlänge vernachlässigt werden kann, darf die Röhre in beliebiger 
Weise von der cylindrischen Form abweichen, und z. B. trompetenförmig er- 
weitert oder verengt sein. Ebenso werden die Dimensionen der Oeflnung als 
sehr klein gegen die Wellenlänge betrachtet. Da auch die Gestalt des äufseren 
Luftraums bestimmt sein mufs, wird angenommen, derselbe sei durch eine 
segen die Axe der Röhre senkrechte Ebene einseitig begrenzt mit welcher 
auch die Ebene der Mündung zusammenfällt. Ueber die Bewegung wird vor- 
ausgesetzt, dafs Vibrationen, die einem einfachen Tone von n Schwingungen 
angehören, irgendwo in der Röhre dauernd erregt werden, und dafs zwischen 
der Erregungsstelle und der Mündung ein Abschnitt der Röhre existire. in 
welcher die Bewegung nicht merklich von der ebener Wellen unterschieden 
sei. Mittelst des @reenschen Satzes kann man nun, ohne die specielle Form 
der Mündung und der Luftbewegung in der Mündung zu kennen, gewisse 
Beziehungen herleiten zwischen diesen ebenen Wellen und den sich halb- 
kugelförmig ausbreitenden Wellen in den entfernten Theilen des freien Raumes. 
und dadurch die bisher offen gebliebenen Fragen über den Einflufs des offenen 
Endes auf die ebenen Wellen beantworten, so weit sie allgemein beantwortet 
werden können. 


Nehmen wir die Axe der Röhre als Axe der x, und die Ebene der 
Mündung als Ebene der yz, so dafs der freie Raum den positiven ©, die 
Röhre den negativen entspricht, so ist bei passender Festsetzung des Anfangs- 
punktes der Zeit £ die allgemeine Form des Geschwindigkeitspotentials in dem 
Theile der Röhre, wo die Wellen eben sind, wenn wir die Wellenlänge 
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In den unendlich entfernten Theilen des freien Raumes dagegen, wo r die 
Entfernung vom Anfangspunkte der Coordinaten bezeichnet, ist 





IR wen, 
Nach Eulers Theorie würde B=B=0 sein, nach Porssons B=0, B 
eine unbestimmte kleine Gröfse, nach Hopkins sowohl B wie B unbestimmte 
kleine Gröfsen, M bleibt in allen dreien unbekannt. Wir finden folgende 
Beziehungen, wenn wir unter Q die Gröfse des Querschnitts der Röhre ver- 
stehen, und die Fläche der Oellnung gegen das Quadrat der Wellenlänge als 
verschwindend klein betrachten, 

AO = —RıM, 

kAUO = —2nB. 
Zwischen A und B läfst sich keine allgemeine, von der Form der Mündung 
unabhängige Beziehung aufstellen. Nur läfst sich nachweisen, dafs, wenn der 
Querschnitt der Röhre zur Fläche der Oeffnung ein endliches Verhältnifs hat, 





. eine kleine Gröfse von derselben Ordnung wie die Dimensionen der Oeff- 
nung ist, die aber jeden beliebigen Werth annehmen kann, wenn die Oeffnung 
sehr klein gegen den Querschnitt ist. 


Wir setzen das Verhältnifs 


B 

—g = —klangko 
und nennen dann die Größse e— x, die redueirle Länge des Stücks der 
Röhre, welches zwischen 2=0 und = — «x, liegt, die Grölse « selbst 


die Differenz der wahren und reducirten Länge der Röhre. 

Nachdem diese Beziehungen zwischen den Coefficienten ermittelt sind, 
wird in $.7 die Form der Wellen in der Röhre näher bestimmt. KÄnoten- 
flächen, d. h. Flächen kleinster Bewegung liegen, wo die reducirte Länge 
der Röhre gleich einem ungeraden Vielfachen der Viertelwellenlänge ist. 
Schwingungsbäuche oder Maxima der Bewegung, wo die reducirte Länge 
ein gerades Vielfache der Viertelwellenlänge ist. Die PAasen der Bewegung 


sind am Orte der Maxima um die Zeit einer Viertel- Undulation von denen 
am Orte der Minima verschieden. 
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Die Knotenflächen sind zugleich Stellen des gröfsten Wechsels der 
Dichtigkeit, die Bäuche Stellen des kleinsten Wechsels der Dichtigkeit. In 
nächster Nähe der Knotenflächen und der Flächen stärkster Bewegung fällt 
die stärkste nach der Mündung gerichtete Geschwindigkeit der Zeit nach zu- 
sammen mit der stärksten Verdichtung. In den zwischenliegenden Abtheilun- 
ven der Röhre aber liegen beide um eine Viertel-Schwingungsdauer aus- 
einander. 

Wenn man die Lage des Geschwindigkeitsmaximum und die des Verdich- 
tungsmaximum für einen jeden einzelnen Zeitmoment bestimmt, so findet man 
für die fortschreitenden Wellen in den entfernteren Stellen des freien Raumes 
bekanntlich, dafs beide mit der constanten Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wellen fortschreiten,. und dabei allmälig an Gröfse abnehmen. Auch in der 
Röhre bewegt sich das Geschwindigkeitsmaximum vorwärts gegen die Mün- 
dung hin, aber so dafs sein absoluter Werth am Ort der Bäuche sehr grofs, 
in den Knotenflächen sehr klein ist. und ferner so dafs die Geschwindiekeil 
seiner Fortbewegung in den Bäuchen sehr klein, in den Knoten sehr grofs 
ist. so dafs es überall. wo sich ein Bauch befindet, während einer halben 
Schwingungsdauer fast ganz still steht, um zu Ende dieser Zeit schnell auf 
den Ort des nächsten Bauches fortzuschreiten. an dem es dann wieder eben 
so lange fast stillsteht. Ebenso bewegt sich das Verdichtungsmaximum, nur 
dafs es in den Knotenflächen anhält und orofs ist, während es am Ort der 
Bäuche klein ist und schnell vorwärts eilt. 

Die gewonnenen Resultate können weiter benutzt werden. um die 
Stärke der Resonanz und die Phasen der in der Luft erregten Schwingungen 
bei verschiedenen Erregungsweisen des Schalls genau zu bestimmen. 

Wenn die Röhre in irgend einem Querschnitte durch eine feste Platte 
begrenzt ist, welche durch eine äufsere Kraft (z. B. eine aufgesetzte Stimm- 
gabel) in eine schwingende Bewegung versetzt wird, deren Gröfse durch den 
Widerstand der Luft nicht merklich verändert werden kann. so 2st die Re- 
sonanz am stärksten, wenn die reducirte Länge der Röhre ein unge- 
rades Vielfache der Viertelwellenlänge ist, am schwächsten, wenn sie ein 
gerades Vielfache ist. Im ersteren Falle, also beim Maximum der Resonanz, 
verhalten sich die Amplituden in den Schwingungsbäuchen zur Amplitude der 
schwingenden Schlufsplatte der Röhre, wie das durch 2rcoske dividirte Qua- 
drat der Wellenlänge zum Querschnitt der Röhre. Bei Röhren mit wenig 
verengter Mündung ist cos&k« nicht merklich von 1 unterschieden, die Gröfse 
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des Maximums der Resonanz also von der Form der Mündung ziemlich un- 
abhängig, und die Stärke des Schalls im freien Raume ist bei solchen Röhren 
sowohl vom Querschnitt als von der Form der Mündung unabhängig. Bei stark 
verengter Mündung steigt die Resonanz in der Röhre und auch die Stärke 
des Schalls im freien Raume. Bei stärkster Resonanz ist die Phase der Be- 
wegung in den Schwingungsbäuchen von den entsprechenden Phasen der 
mitgelheillen Bewegung der Zeit nach um eine Viertel-Schwingungsdauer 
verschieden. 

Aehnliche Ergebnisse finden sich, wenn der Schall in der Röhre von 
einem in den entfernteren Theilen des freien Raumes befindlichen tönenden 
Punkte erregt wird, und für eine jede beliebige Lage des tönenden Punktes 
im freien Raume vor der Mündung der Röhre läfst sich durch das unter No.3 
als Folgerung des @reenschen Theorems oben aufgeführte Reciprocitälsgesetz 
wenigstens das Verhältnifs der Stärke der Resonanz für verschiedene Röhren- 
längen angeben. Auch in diesem allgemeinsten Falle findet sich, dafs die 
Resonanz der einerseits geschlossenen Röhre am stärksten ist, wenn ihre 
reducirte Länge ein ungerades Vielfache der Viertelwellenlänge ist. 

Auf offene Röhren, deren beide Mündungen denselben Bedingungen 
unterliegen, wie die eine Mündung der bisher betrachteten Röhren, lassen 
sich die Resultate leicht übertragen. Ihre Resonanz ist am stärksten, wenn 
ihre reducirte Länge gleich einem Vielfachen der halben Wellenlänge ist. 

In $.5 werden Röhren betrachtet, welche Rotationskörper sind, und 
die Methoden aufgesucht, um Formen der Mündung zu finden, für welche die 
Bewegung der Luft vollständig angegeben werden kann. 

In 8.9 werden die Rechnungen für die einfachsten Formen der 
Functionen, welche die Form der Mündung bestimmen, durchgeführt. Unter 
diesen Formen kommt eine vor, bei welcher die Differenz zwischen reducirter 
und wahrer Länge verschwindet. Ihre Mündung ist schwach trompetenförmig 
erweitert, so dafs die Fläche der Mündung doppelt so grofs ist als der Quer- 
schnitt des Cylinders. Eine andere dieser Formen, bei welcher die Weite 
der Oefinung gleich der des Cylinders ist, weicht so aufserordentlich wenig 
von einem vollständigen Cylinder ab, dafs man für die meisten practischen 


Anwendungen die Differenz wird vernachlässigen dürfen. Der Abstand ihrer 
Wandung von der eines reinen Cylinders ist berechnet und in einer Tabelle 
zusammengestellt; mehr als „4, des Radius beträgt diese Abweichung nur auf 
einem Streifen dicht an der Mündung, dessen Breite 0,54 des Radius beträgt, 
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und die gröfste Abweichung, die überhaupt vorkommt, ist „',; des Radius. 
Die Differenz zwischen der reducirlen und wahren Länge dieser Röhre be- 
trägt 5 — 0,785 des Radius. Die eines vollständigen Cylinders mufs ein 
wenig gröfser sein. Die neuesten und sorgfältigsten experimentellen Bestim- 
mungen der Gröfse dieser Differenz von Wertheim *) und Zamminer **) 
zeigen noch keine sehr grofse Uebereinstimmung unter einander, was vielleicht 
darin seinen Grund hat, dafs die Röhren durch Anblasen zum Tönen gebracht 
sind, wobei man zwar, wie die Erfahrung lehrt, im Allgemeinen Töne der- 
selben Höhe bekommt, wie die Töne der stärksten Resonanz der Röhre, aber 
doch nicht genau weils, wie weit die Tonhöhe durch kleine Modificalionen des 
Anblasens verändert werden kann. Auch ist die Länge der Schallwellen nur 
schwer so genau zu bestimmen, dafs auch die verhältnifsmäfsig kleine Differenz 
der wahren und reducirten Länge der Röhren genau gefunden wird. Wert- 
heim findet den Werth dieser Differenz, wenn sie in Theilen des Radius aus- 
gedrückt wird, ziemlich unabhängig von dem Verhältnifs des Durchmessers 
zur Wellenlänge, und zwar bei beiderseits oflenen Röhren für jedes Ende 
zwischen 0,560 und 0,819, Mittel 0.663 $, für einerseits gedeckte Röhren 
zwischen 0.638 und 0.862, Mittel 0,746 A, so dafs der theoretisch gefundene 
Werth 0,785 4% zwar gröfser ist als seine Mittelwerthe, aber doch noch inner- 
halb der Grenzen der Beobachtungsdifferenzen lieg. Zamminer findet da- 
gegen einen stärkeren Einflufs der Tonhöhe. Bei offenen Röhren variirt der 
Werth der Differenz von 0,848 bis 0,495 AR, während die Viertelwellenlänge 
von 20,9% auf 3,9 #% sich ändert, und bei geschlossenen Röhren variirt die 
Differenz zwischen 1.304 und 0,3764, während die Viertelwellenlänge von 
40,1R auf 7,03 R sinkt. Dies stimmt nicht so gut mit der Theorie, welche 
so starke Aenderungen des Werthes 0,785 R, der für die tiefsten Töne gilt, 
bei veränderter Tonhöhe nicht erwarten läfst. Indessen sind bei den Röhren, 
deren Länge mehr als 30% beträgt, auch hier die Differenzen so gering, dafs 
Aenderungen der Schwingungszahl um ein Procent genügen würden, die Ueber- 
einstiimmung herzustellen, und bei verschiedener Stärke des Anblasens können 
leicht viel gröfsere Aenderungen eingetreten sein. 

Endlich ist in $. 10 noch eine Aufgabe in ihren allgemeinen Zügen 
behandelt, welche bisher der theoretischen Bearbeitung unzugänglich gewesen 





*) Annales de Chimie et de Physique, Ser. 3, Tome XXXlI, p. 394. 
**) Poggendorf]s Annalen der Physik XCVH, p. 183. 


y%* 
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war. nämlich die Bestimmung der Luftschwingungen in solchen Hohlräumen, 
deren drei Dimensionen gleichmäfsig als verschwindend klein gegen die Wellen- 
länge betrachtet werden können, und die durch eine Oeffnung, deren Fläche 
selbst gegen die Oberfläche des Hohlraums verschwindend klein ist, mit der 
äufseren Luft communieciren. Es läfst sich die Höhe der Töne, für welche 
solche kugel- und flaschenförmige Pfeifen stärkste Resonanz geben, allgemein 
bestimmen. Ist die Öeffnung kreisförmig, und ihr Flächeninhalt s, das Volumen 
des Hohlkörpers S, die Schallgeschwindigkeit a, und die Schwingungszahl des 
Tones rn, so ist nach der Theorie 
a Vs 

v2yn: V? 
Wählen wir als Längeneinheit das Millimeter, und setzen @ == 332260, so ist 
Ye, 
yS 
Sondhaufs *) hat aus Versuchen die Schwingungszahl der durch Anblasen 
solcher Hohlkörper erhaltenen Töne in die Formel gebracht: 
de 
y5 
Noch besser stimmt die Theorie mit den Versuchen von Wertheim, bei wel- 
chen das Verhältnifs der Fläche der Oeffnung zur Oberfläche des Hohlraums 
noch kleiner ist, als bei Sondhaufs, und die Uebereinstimmung ist desto 
grölser, je kleiner jenes Verhältnifs ist. 

Für elliptische Oeffnungen läfst sich der Werth von n ebenfalls be- 
stimmen. Er wird etwas kleiner als für kreisförmige. 

Auch für Hohlkörper mit zwei Oeffnungen läfst sich dieselbe Aufgabe 
lösen; das theoretische Gesetz stimmt auch hier mit den empirischen Formeln 
von Sondhaufs und seinen Versuchen überein. 


$. 1. 


Es sei innerhalb einer Luftmasse in dem Punkte, der durch die recht- 
winkligen Coordinaten &, y, & bestimmt ist, zur Zeit Z der Druck gleich p», 
die den drei Coordinatenaxen parallelen Componenten der Geschwindigkeit , 
v, w, die Dichtigkeit 4, und die Componenten der auf die Einheit der gasigen 





we er 


n —= 56174 


n — 52400 





*) Poggendorfjs Annalen LXXXI, S.235 und 347. Es ist übrigens in diesem Auf- 
salze die Bezeichnungsweise der französischen Physiker gebraucht, wonach die Schwin- 
gungszahlen der Töne doppelt so grofs werden als nach der deutschen Bezeichnung. 
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Masse wirkenden äufseren Kräfte X, Y und Z seien auszudrücken als Diffe- 
rentialquotienten einer Potentialfunction P, so dafs 


dP 
la % 


dP 
dy 


Z = 


dP 
dz 





Die bekannten Bewegungsgleichungen für die inneren Punkte der Luftmasse 


sind demgemäls: 





ap _4.dp 

dx h dx 

a A941 „p 

(1.) dy h dr 
Er... 20 

dz h ds 

dh 

dt 


du 








Wenn Luft, ohne Wärme abzugeben, ihre Dichtigkeit ändert, ist 


(1°.) 


wo 5b eine Constante und v = 1,42 ist. 


dp 
dx 
1 dp 
hd 


(1°.) 





du du du 
ne A Alan 
dt ” dx r® dy ni dz 
dv dv dv dv 
IE PEITRE 
dw ul pw „de 
dt u ds u 
d(hu) + d(hv) ä d(hw) 
dx Oo ' 
»— DW, 
Daraus folgt 
dh 
v—1 
vh rn und 
MN, _. OEM, 
ti 7 re Br re 


und ähnlich für die Differentialquotienten nach y und 2. 


Die Schallbewegung g 


gehört zu denjenigen Bewegungen, denen ein Ge- 


schwindigkeitspotential zukommt, welches mit & bezeichnet werde, so dafs wir 


haben: 
dD 


dx ’ 


——. 


Kt a. 


ao 
dy ’ 


w 


AD 
dz 





Setzt man die Werthe aus (1°.) und (1°.) in die Gleichungen (1.), so haben 
die drei ersten derselben eine gemeinschaftliche Integralgleichung, nämlich: 


b’v 


a) P-—, 





(P'— -1) zo PR 


dD 
dt 


+44 


FE 


wo A, eine Function der Zeit sein kann, und die vierte Gleichung läfst sich 


auf die Form bringen: 


1.) 0 = 











dD 


ie „if ED 
Ä — + 1% dx? + dy* — dz? on 


dhr-! dd dw! 





dD 
tr 


dy Bu; Tr dz de 
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In dem Folgenden nehmen wir an, dafs die Geschwindigkeiten und Aenderun- 
een der Dichtigkeit verschwindend klein seien. Setzen wir 


h = h,14-b), 


so betrachten wir also P, bh, sämmtliche Differentialquotienten von b, P und & 
als unendlich kleine Gröfsen, und vernachlässigen ihre höheren Potenzen. Dann 
werden die beiden Gleichungen (1°.) und (1°.), indem man b’rki""—=.a« setzt, 
dD 
dt’ 
" d d?«<D d’D d’«D 
u SE ı netter 
Indem man die erste Gleichung nach / differentiirt, kann man b aus beiden 


eliminiren *) und erhält 


2) 0— 


(1/.) P—.uabh === 





dP daD, 128 FD, d’® 
dt dr K 5 dar a 


Wir wollen im Folgenden nur Fälle behandeln, wo wir es mit einem 


einzigen gleichmälsig anhaltenden Tone von n Schwingungen in der Zeitein- 
heit zu thun haben, und also & von der Form ist: 


2) Db= #'cos(2nnt) + P"sin(2rnt), 


wo 7’ und #7” Functionen von x, y, x sind. Dabei kann die Gleichung (2.) 
nur bestehen, wenn auch P von der Form ist: 


(2°.) I P= —g" cos (2nnt) -- g’ sin (2rnt). 


Es zerfällt dana die Gleichung (2.) in die folgenden beiden: 


EEE u EEE: GE a 
Ang + P'- dx? + dy? + da? ° 


LER wrL ar pr d?ypr da? pr 
drg ph 7 | dx? + dy* dx? 9 


0 


| 








(3.) 
0 


| 





wo 





(3°) RE ann er 


und 4 die Wellenlänge ist. 





*) Ich bemerke hier noch, dafs diese Elimination von A auch an den unverkürzten 
Gleichungen (1%) und (1°.) vollzogen werden kann, und dafs man die Eliminationsglei- 
chung, welche von der dritten Dimension in Bezug auf ® und seine Differentialquotienten 
ist, ebenfalls mit Hülfe der hier folgenden Theoreme durch eine nach Sinus und Cosinus 
der Zeit fortlaufende Reihe integriren kann, deren Glieder von '° Dimension der kleinen 
Gröfsen den Combinationstönen n'“ Ordnung der primär angegebenen Töne entsprechen. 
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Zunächst werden wir uns mit der Integration dieser Differentialglei- 
chungen zu beschäftigen haben. Aus ihrer Ableitung geht hervor, dafs g' 
und g” Functionen der Coordinaten sind, welche sich nur an solchen Stellen 
des Raumes von O unterscheiden, wo veränderliche Kräfte auf die Luftmasse 
einwirken und Schallschwingungen erregen. Iu allen anderen Theilen der 
Luftmasse ist g—=0, und es sind daher die Funclionen % der Bedingung un- 


terworfen 
ak ua ER a 
de I dt I A 





3) 0= Rrı 


Ich werde im Folgenden den immer wiederkehrenden Ausdruck 


daD d’D ,d’ 
de? I d* | de* 





nach dem Vorgang von Green mit V.P, oder wo es unzweideutig ist, mit 
V® bezeichnen. 


$. 2. 


Wir beginnen mit der Integration der einfacheren Gleichung 
(3°.) 0 & PLV VW. 
Ein bekanntes particulares Integral derselben ist 


Acos(kr 
(4.) u _ cos(kr+-g) ; 


r 





wenn wir mit A und g Constanten bezeichnen, mit r aber die Entfernung 
des Punktes x, y, z von einem festen Punkte «, f, y, also 

r = (8-04 Bi +en. 
Es ist nämlich 














2 _— | s 
(4°.) Fr Be =; * [eos (kr 49) + krsin(kr +9)]. 
d’Ww 1 3 
Tr -4Al5 — 27 "7 |[eos(kr - g)—+krsin(kr--g)] 
Alt(c—a)? 
— I— cos (kr -+g). 
EI —p)? 
(4°) — 4 [+ — .- f | [eos(kr + g)-+krsin(kr + g)] 


-_ u (kr +9). 








EP 1 z—y)’ ) 
ir 4; — 3 nn N |Teos(kr + 9)-+ kr sin (kr 19)] 
Ka _ a —N. eos(kr tg). 





2 
r 
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Wenn man die drei Gleichungen (4°.) addirt, so erhält man: 





vr— — art) _ _pr, 
2 dW 
de’ de’ 


dp ’ 
N und 7 unendlich werden. Mit Ausnahme des Punktes «, /, y ist also 
u 


dann die Diffentialgleichung (3°.) mittelst des in Gleichung (4.) angenommenen 
Werthes von 2 durch den ganzen unendlichen Raum erfüllt. 


vorausoesetzt. dafs nicht # = 0 und dabei die Werthe von 








Indem wir in Gleichung (4.) g entweder gleich Null oder gleich — 4 
machen, erhalten wir zwei verschiedene Formen des particularen Integrals. 


{) Wenn y= —4n, wird 


(4°) Bm — 4 sinkr 


g 





> 


und erhält für »—0 den endlichen Werth A%. Auch die Differentialquotien- 
ten bleiben endlich, es wird nämlich für r = 0 


a au ip ar 
—  — zz — = — 1AR 
d.? dy? dz? ’ : 
wie man leicht sieht, wenn man coskr und sinkr nach Potenzen der ver- 


schwindenden Gröfse r entwickelt. Daraus ergiebt sich für r — 0 
FR 
V,PKY —=0. 





Die Funelion = 


sinkr . . 
A—— ist also ein solches particulares Integral der Glei- 


chung (3°.), welches im ganzen Raume und auch im Punkte «, £, y gültig ist. 


2) Wenn wir g=0 setzen, wird 





(44) ei coshr 


r 
und für #0 unendlich grofs, ebenso wie seine Differentialquotienten. Die 


Gleichung (3°.) wird also im ganzen Raume erfüllt, mit Ausnahme des Punk- 


tes a, P, Y- 


Daraus ergiebt sich ferner leicht, dafs wenn wir setzen: 


e AHESEE sinkr ] 
(4 .) ’= a En L 


r 


wo bei den einzelnen Gliedern der Summe die Werthe von «, £, y und 4 
verschieden sind, die Gleichung (3°.) erfüllt ist im ganzen Raume, ohne Aus- 
nabme der Punkte «, ?, y. 
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Wenn wir aber setzen 


a) = 2, A... 





cos kr ] 
r ’ 
so ist die Gleichung (3°.) im ganzen Raume erfüllt mit Ausnahme derjenigen 
Punkte, deren Coordinaten «@, P, 7 in der Summe vorkommen. 

Denken wir uns die Punkte «, 5, y continuirlich neben einander im 
Raume vertheili, so werden aus den Summen Integrale, und wir schliefsen, 
dafs die Function 


- 7% sin kr 
(4) 7 P; } hp da didy 


im ganzen Raume der Gleichung (3°.) genügt, dagegen die Function 


4) = Sf has nd da dp dy 


nur in denjenigen Theilen des Raumes, für welche A=0. In beiden soll 
h eine willkürliche Function von «, ? und y bedeuten. 

Wenn wir in der Gleichung (3°.) k = 0 setzen, verwandelt sie sich in 

er) VvV,r=8, 

die bekannte Differentialgleichung für die Potentialfunctionen solcher Massen, 
welche in die Ferne mit anziehenden oder abstofsenden Kräften wirken, deren 
Intensität dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional ist. Die ver- 
schiedenen Formen für das Integral # der Gleichung (3°.), welche wir auf- 


nkr 





gestellt haben, verwandeln sich, wenn sie enthalten, in 


P — Üonstans, 


welches Integral im ganzen Raume ohne Ausnahme eines Punktes der Glei- 


cos kr | 
— enthalten, in 





chung (3°.) genügt, oder, wenn sie 


r 
v= =[;] 


p — //, * de dB dy, 


welche beiden Formen in denjenigen Punkten des Raumes nicht genügen, 
in denen anziehende oder abstofsende Masse vorhanden ist, in denen also A 
oder A nicht gleich Null ist. 

Da die Gleichung 


oder 


0 = RP ER, 
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im ganzen mit Luft gefüllten Raume erfüllt sein mufs mit Ausnahme solcher 
Stellen. wo veränderliche Kräfte auf die Luft wirken, schliefsen wir, dafs in 
den Formen des Integrals (4°.), (4°.), (4”.) diejenigen Punkte und Theile des 
Raumes, in denen die Gleichung (3°.) nicht erfüllt ist, KErregungspunkte 
des Schalis sind. Wir wollen sie auch als solche bezeichnen. Es mag in 
den Formen des Integrals (4°.) und (4’.) die Constante A die Intensität 
des betreffenden Erregungspunktes heifsen, und in (4”.), wo die Erregungs- 
punkte continuirlich durch den Raum vertheilt gedacht sind, nennen wir die Con- 
stante 4 ihre Dichtigkeit. Bei electrischen Problemen, wo k== 0, würden die 
Erregungspunkte den Massenpunkten, die Intensität der Masse, die Dichtigkeit 
der Dichtigkeit entsprechen. Da die Functionen 7 die Bedeutung von Ge- 
schwindigkeitspotentialen haben, wollen wir, entsprechend dem Sprachgebrauch 
in der Lehre von der Electrieität und dem Magnetismus, eine solche Summe 
wie (4/.). welche sich auf eine bestimmte Zahl von Punkten «, f, y bezieht. 
das Geschwindigkeitspotential dieser bestimmten Erregungspunkte nennen. 
Die Gleichung (3°.) wird also erfüllt durch die ganze Ausdehnung eines ge- 
gebenen Raumes S, wenn #7 das Geschwindigkeitspotential aufserhalb 8 
gelegener Erregungspunkte ist. 


.d. 
Wenn wir nun zur ae der Differentialgleichung 
3.) VP-KP—= —Ang 
übergehen, so ist zunächst zu bemerken, dals für k=0, diese Gleichung in 
3) VF—= —Ang 


übergeht. deren Integral bekanntlich ist: 


7 — /fJ "2 dodpdy+®, 


worin $& eine Function bezeichnet, für welche in dem ganzen Theile des 
Raumes, wo die Gleichung (3°) erfüllt sein soll, VB =—=0 ist. 

Wir wollen jelzt zeigen, dafs in ganz analoger Weise das Integral 
der Gleichung 


(3.) V.P+KV 28 — Ang 


5) #7 Sa dadßdy+S, 


wo & eine Function bezeichnet, für welche in den Theilen des Raumes, wo 


ist: 
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die Gleichung (4.) gültig sein soll, 
vV.P-+-K$b=(. 

Um die durch das Zeichen V,.# vorgeschriebenen Differentiationen 
unter dem Integralzeichen in (5.) vornehmen zu können, denke ich mir den 
ganzen Raum durch eine den Punkt x, y, z& in unendlich kleiner Entfernung 
umgebende rings geschlossene Fläche getheilt, und nenne den unendlich klei- 
nen inneren Raum S,, den umgebenden äufseren 8. Das in dem Werthe 
von 7 (Gleichung (5.)) enthaltene Integral zerlege ich dem entsprechend in 
zwei Theile, von denen der eine 7, der Integration über S,, der andere #, 
der über S, entspricht. 

Es ist also 

(5) = A+P-+P. 
Da 7, ein Potential von Erregungspunkten, die aufserhalb S, liegen, für einen 
innerhalb S, enthaltenen Punkt ist, so ist 


V.P- I RP, 


X 


0. 
ebenso 
V‚P-+Kb=0, 
also 
5°) V.FIRF = VFtER. 


Nun setze ich 


f coskr 1 
Mi r r 9 





welche Gröfse f, für r—0 auch gleich Null wird, während aus den Gleichun- 
ef af 
und 


gen (4°.) sich ergiebt, dafs für sehr kleine Werthe von r dar? m 





d’? ; ö ; : 1 ; ’ 
— sich auf Gröfsen von der Dimension 7 redueiren, und für r=0 
; k? 
Vf Er FE 


wird. Ferner setze ich 


pP! — J9e34F: dad? dy, 


2" — ///0., de dßdy, 


beide Integrale über den unendlich kleinen Raum S, ausgedehnt, so dafs 
5) B= et". 


Um zu ermitteln, von welcher Gröfsenordnung 7’, #" und V7’ sind, führe 
3 %* 
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man statt der rechtwinkligen Coordinaten «, 9 und y Kugelcoordinaten ein, 


indem man setzt: 


2 —ı = rcosw, 
y—P = rsinwcoss, 
z—y = rsinwsind, 


dann wird 


dad dy —= r’sinwdw d3 dr. 


Ist also die mit d«addy unter dem Integrationszeichen multiplicirte Gröfse 


. ’ | 1 i 
für r—0 entweder endlich, wie g/,, oder von der Ordnung —, wie — und 


V.f., welches gleich nit ist, so wird die zu integrirende Gröfse unendlich 
klein und über einen unendlich kleinen Raum integrirt. Daher werden die 
Gröfsen #’, P", #, (wegen (5“.)) und V,#’ unendlich klein. Dagegen ist 
V.7" endlich und hat den bekannten Werth 
Vv.P" —= — Ang. 

Folglich wird aus (5°.) und (5‘.) 

VF-+KRV—= V V-VV" RVP RP" 
und, indem wir die unendlich kleinen Gröfsen gegen die endliche vernach- 
lässigen, 


3) VFARE — — Ang, 


was zu erweisen war. 


$. 4. 


Es läfst sich für die hier untersuchten Formen von Geschwindigkeits- 
potentialen ferner dieselbe Relation erweisen, welche für die Potentialfunctionen 
electrischer Massen an solchen Flächen stattfindet, die mit endlichen Massen 


in unendlich dünner Schicht belegt sind. 


Setzen wir 
(6.) m — /p en den, 





wo dw das Flächenelement einer beliebigen Fläche 2 bezeichnet und p eine 
Function, die sich in der Fläche continuirlich ändert, und untersuchen die er- 
sten Differentialquotienten von 7 für solche Punkte z, y, x des Raumes, 
welche der Fläche 42 unendlich nahe liegen. 
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Wir setzen wieder 


\ 





coskr ; 1 
+ r? 


r 


y— 71Ww", 
p' — /pf.do, 


p — /p— dw. 


7' ist jedenfalls endlich, wenn p und die Gröfse der Fläche (2 endlich sind. 
da f, immer endlich ist. Dafs %#"” unter denselben Bedingungen endlich ist, 
ist aus der Theorie der electrischen Potentialfunetionen bekannt, ebenso dals 
7" auf beiden Seiten dicht an der Fläche dieselben Werthe hat. Dafs letz- 
teres auch mit 7’ und also auch mit # der Fall sei, ist leicht zu ersehen, 
da f,, auch wenn man durch die Schicht selbst hindurchgeht, sich immer nur 
continuirlich ändern kann. Dagegen wissen wir, dafs die Differentialquotienten 
von #” an der Fläche einen endlichen Sprung ihres Werthes erleiden, wäh- 
rend leicht zu erkennen ist, dafs die von #’ an der Fläche continuirlich sein 
müssen. Denken wir uns durch eine geschlossene Linie, die in unendlich 
kleiner Entfernung den Fufspunkt des von x, y, z auf die Fläche 42 gefällten 
Lothes umgiebt, ein Stück 2, aus der Fläche herausgeschnilten und das Integral 


[pf.do getheilt in #5, welches über die Fläche (2,. und #/, welches über 


den Rest der Fläche ausgedehnt ist, so dafs 

vv — Pr . 
Nun ist die Gröfse 

df: K x—a 

- Zu 387 
für unendlich kleine Werthe von r, bleibt also endlich, macht aber einen 
Sprung, wenn man von positiven Werthen von 2 — « durch r—=0 nach ne- 
galiven übergeht, ist dagegen continuirlich, wenn man nicht durch r—=0 hin- 


durchgeht. L.etzteres geschieht nun keinenfalls, wenn man in 7, die Werthe 
dp’ 
( 


von z, y, & sich ändern läfst. Dagegen ist zn wo allerdings ein Sprung 


eintreten würde, unendlich klein als das Integral einer endlichen Gröfse über 


eine unendlich kleine Fläche genommen, und wir können deshalb seinen Werth 
dp} day" EN SEN 
gegen er und nr vernachlässigen. Folglich sind die Differentialquotienten 


von #7’, welches gleich #4 %, ist, continuirlich, und die von 7 müssen an 
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der Fläche 2 einen Sprung von derselben Gröfse wie die von 7” machen. 
Bezeichnen wir die von der Fläche ab nach beiden Seiten hingehenden Nor- 
malen mit n, und n,, so ist bekanntlich 


am" |, dw" 








An, T —4np, 
und daraus folgt, dals auch 
da dp dA 
(9°) dn, + dan, —änp 


sei. was zu beweisen war. 





Man kann ferner den für die Lehre von den electrischen und magne- 
tischen Potentialfunclionen so äufserst fruchtbaren Lehrsatz von @reen*) auch 
auf die hier vorliegenden Functionen mit dem gröfsten Vortheil anwenden. 

Wenn # und & zwei Functionen sind, welche innerhalb eines abge- 
orenzten Raumes S eindeutig und stetig sind, d. h. überall endliche erste 
Differentialquotienten haben, so ist nach jenem Satze von Green 


Nr amt fr wandyde — fl uni JJfoPraeiyee 


wo do ein Flächenelement der Oberfläche von 8, n die nach innen gerichtete 
Normale bedeutet, und die Integralionen nach dw über die ganze Oberfläche 
von 8, die nach dedydz durch das ganze Innere von S' auszudehnen sind. 
Wenn wir auf beiden Seiten dieser Gleichung addiren Rfffr® dx dy dz, so 


bringen wir den Satz in die Form, welche wir hier brauchen 


(7.) E* E do+/ffF Vo +RB)drdyde 


dy 


2 7 da+ [few r+ RP) dx dy da. 


Sind # und & dargestellt als Geschwindigkeitspotentiale von Erregungspunk- 
ten, die theils innerhalb, theils aufserhalb des Raumes S continuirlich mit der 
Dichtigkeit g und » verbreitet sind, so ist nach Gleichung (3.), (5.) und (7.) 


(7°) Sr do — Ar /[Fpdxdyde 
2 dw — An [Pgdxdy az. 

















*) Dieses Journal Bd. 44, S. 360. 
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Sind # und & Geschwindigkeitspotentiale von aufserhalb 8 gelegenen Er- 
regungspunkten, so wird 
d D 1 dw 
Cr Ser do — /® 
) dn dn 
Green hat bewiesen, dafs eine solche Gleichung wie (7°.) auch richtig bleibt. 
wenn in einem unendlich kleinen Raumelement ds des Raumes 05 die Dichtig- 


keit » einen so grofsen constanten Werth annimmt, dafs pds einer endlichen 
Gröfse A gleich wird. obgleich dann $& an dieser Stelle nicht stetig bleibt, 


do. 





sondern unstelig wird, wie — Nehmen wir an, dafs $& das Geschwindig- 
keitspotential der in dem unendlich kleinen Raumelemente ds, dessen Coor- 
dinaten @, 9, y seien, mit der gleichmäfsigen Dichtigkeit p vertheilten Er- 
regungspunkte sei, während p überall sonst gleich Null ist, so dafs also & 
in endlicher Entfernung vom Punkte «, 5, y den Werth habe: 


coskr 
bb — A 


— 





a 
so redueirt sich das dreifache Integral der linken Seite der Gleichung (7“.). 
indem wir den Werth, welchen 7 im Punkte «, 5, y hat, mit %, bezeich- 


P „[pds — AP, 
Die Gleichung (7.) wird also 


dE cos hr og cos kr 
e  — 5 — — 7 
() int, dn r o_ [vr an r er u 5. 
7 297 k E 
+ / fi (VF+ RP) ET drdy de. 
Somit ist die Function 7, welche wir nur der Bedingung unterworfen halten, 
eindeutig und stetig zu sein, die übrigens ganz beliebiger Art sein kann, auf 


die Form unserer Geschwindigkeitspotentiale gebracht. Ist übrigens innerhalb 


des ganzen Raumes S 


nen, auf 





V.FIRP 0, 
so wird die Gleichung 2. 


d coskr  [dP coshr ce 
(7°) /* a )dw Me: y do —= AnP.,. 











Nun ist das Integral SZ dw das Potential einer Schicht von Erre- 
gungspunkten, welche an der Oberfläche von S ausgebreitet ist und die 


Dichtigkeit = hat. Das andere Integral können wir aber betrachten als das 
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Potential einer Doppelschicht von Erregungspunkten, die derselben Fläche an- 
liegen. Denken wir die eine Schicht mit der Dichtigkeit auf der 
äufseren Seite der Oberfläche von S’ in der unendlich kleinen Entfernung 4e 
von dieser Oberfläche ausgebreitet, die andere mit der Dichtigkeit + = P auf 
der inneren Seite der Oberfläche von 8 auch in der unendlich kleinen Ent- 


fernung 48 von dieser Oberfläche entfernt, so wird das Potential dieser Schich- 


ten sein: $ PL (ET) dw. Somit läfst sich jede stetige und eindeutige 


dn 





Function P, welche in allen T'heilen des Raumes S der Gleichung genügt: 
VY-RVP—(, 

als Geschwindigkeitspotential von Erregungspunkten ausdrücken, die blos 

längs der Oberfläche von S ausgebreitet sind. 

Hier aber hört die Aehnlichkeit mit den electrischen Potentialfunctionen 
auf, indem diese letzteren sich steis ausdrücken lassen als Potentialfunctionen 
einer einfachen Schicht von Electrieität an der Oberfläche des Raumes, was 
bei unseren Potentialen zwar im Allgemeinen auch der Fall ist, aber für eine 
unendlich grofse Zahl von bestimmten Werthen von % für eine jede gegebene 
geschlossene Oberfläche Ausnahmen erleidet. Es sind dies nämlich diejenigen 
Werthe von A, die den eigenen Tönen der eingeschlossenen Luftmasse ent- 
sprechen. 

Man kann sich davon leicht an einem Beispiele überzeugen, indem man 
das Potential für eine gleichmäfsig und continuirlich mit Erregungspunkten be- 
legte Kugelschaale berechnet. 

Wenn sämmtliche Dimensionen des Raumes S sehr klein gegen die 
Wellenlänge sind, kann Ar gegen 1 vernachlässigt werden, so oft r die Ent- 
fernung zweier innerhalb S gelegener Punkte ist. Unter diesen Umständen 
wird die Gleichung (7‘.) 


u. Je dA dw 
Ant, — Jr) do — dn dr. 





Bei dieser Weglassung unendlich kleiner Gröfsen wird also 7 eine Function, 
welche der Gleichung V#?=0 im Raume SS genügt, und es folgt daraus, 
dafs man in Räumen, deren Dimensionen gegen die Wellenlänge verschwin- 
dend klein sind, statt der Functionen, die der Gleichung VF/+-KPF=0 ge- 
nügen, stets unendlich wenig davon unterschiedene Functionen finden kann, 
die der Gleichung VF= (0) genügen. 
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Wendet man die Gleichung (7‘.) auf theilweis zusammenstofsende 
Räume S, und S, an, indem man die Elemente ihrer nicht gemeinsamen 
Oberfläche mit do, und do, , die des gemeinsamen Stückes ihrer Oberfläche 
mit do, bezeichnet, unter n, die nach dem Inneren von S,, unter n,, die 
nach dem Inneren von 8, : serisinsten Normalen dieser Flächenelemente ver- 


steht, so hat man, 
wenn innerhalb S V Y”-+K vr—(, 


D 


und innerhalb 8, V#P + P,— 0, 


u di 
der Punkt &, ?, y, von dem die Entfernungen r gerechnet werden, aber 
innerhalb S, liegt, und wir unter dem Integralzeichen [do, + dw,] schreiben. 


wo die Integration über sämmtliche Elemente do, und sämmtliche dw, aus- 


gedehnt werden soll, 








An, — /® ER bannu  )Idov, + du, — / ee; do, - do]. 




















' dn, dn, 
Ä „ d /coski AP, coshr Ä 
= JP (= = —#H de ee — [dv - do]. 
“dn, | “FE, Me 
Wenn nun an der gemeinsamen Trennungslläche beider Räume 
ww dD, A a. FF AD, 
— WW, RER Bei | 
' u dn, An, dn,, 
ist, so giebt die Addition beider Gleichungen, da dn = — dn, 
u 2a cosko AP, coshr 
IP, — [EV — (28 dw, — | do 
= vr An, r 





9 d /(cosir AP, coshkr * 
Hr an, Pe in, 


Die Function 7 erscheint also hier als Potential von Punkten ausgedrückt, die 
an der nicht gemeinsamen Oberfläche der Räume S, und 98, liegen, während 
die Punkte der gemeinsamen Trennungsfläche ganz aus dem Integral ver- 
schwinden. Genau denselben Ausdruck erhält man aber für %,, wenn man 
den Punkt «, 9, y in den Raum $S, verlegt. Es sind also in diesem Falle 
7 und %,, Potentiale derselben aufserhalb des gemeinsamen Raumes S, und 
SS, liegenden Erregungspunkte, und beide Functionen müssen continuirlich 


einander übergehen. 


Wenn wir also im Folgenden für das Geschwindigkeitspotential in ver- 
schiedenen Theilen eines zusammenhängenden Luftraumes verschiedene Aus- 
drücke # und 7, werden wählen müssen, wird die Continuität an der Grenz- 


4 7 
Jourmal für Mathematik Bd. LVII. Heft 1. 4 
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fläche hergestellt sein, wenn in allen Punkten derselben 








?’—Yr und ad = ui oder = — Er, . 
’ " dn, dn, dn,, 
$. 9. 


Wir müssen noch die Grenzbedingungen aufstellen für solche unendlich 
entiernt gedachte Oberflächen, durch welche Schallwellen in den unendlichen 
Raum hinauslaufen, und jenseits welcher es keine Erregungspunkte mehr giebt. 
Wenn von einem einzelnen Punkte aus in der vorher unbewegten Luft eine 
Erschülterung ausgeht, so hat das Geschwindigkeitspotential bekanntlich die 
Form ee ER wo F' eine willkührliche Function, @ die Schallgeschwindig- 
keit, die Entfernung vom Erregungspunkte «, 9, 7 bezeichnet. Soll F 
einer einfach periodischen Bewegung von n Perioden in der Secunde ent- 
sprechen, so müssen wir ihm die Form geben — cos[kr — 2rınt--c], wo 
rn — ak, wie in (3°) festgesetzt ist. Haben wir nun eine beliebige Anzahl 


Schall erregender Punkte in endlicher Entfernung vom Anfangspunkte der 
Coordinaten, so dafs das Geschwindigkeitspotential 7 von der Form wird: 


{ cos|kr,—?rnt-+ gs | 
a 
r, 





” 
‘ 


e) va 


wo r, die Entfernung vom Punkte a, A, und g, Constanten bezeichnen, die 
für die verschiedenen Punkte verschieden sind, und setzen wir die Coor- 
dinaten «, y, x des Punktes, in dem die Schallbewegung bestimmt werden 


soll, gleich 
0C0Sw, ESINwcosF, gosinwsin’, 


für den Punkt a aber gleich 
Ras Pas Yas 


so ist 
r = yo’— Ro(acosw-+ Psinwcos9-+ysinwsind) ++ P-+-y’, 
und für unendlich grofse Werthe von E wird 


r — 0 — 0.005w — P sin wsin F — ysinwsind, 





indem wir die weiteren Glieder vernachlässigen, welche o im Nenner ent- 
halten und deshalb unendlich klein werden. Danach wird nun der Werth 


1 
von 7, wenn wir nur die Glieder von der Ordnung beibehalten. 





aa a a > > 


Eee 





N 


DENE en 


Se 
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_ecos(koe—?rant) — 








) Pam : =}4,cos[A («,cosw--P,sinwcosI-+-y, sinw sin’) —y,]} 
sin(ko—?rınt) —, ; i 
> (6 —-I14,sin[k (a, cos w--P,sinwcos9-+-Y, sinwsin#)—g,]). 


g 
Die beiden Summen in diesem Ausdruck sind von o unabhängig, dagegen 


Funclionen von »® und 9. Wir können also schliefslich für unendlich grofse 
Werthe von o F auf die Form bringen: 
cos [ke—?rant+ec)] 

- : 





(8°.) VW — A 


wo U und c Functionen von ® und 9 sind. 

Dieselbe Betrachtung läfst sich auch anwenden, wenn in der Nähe der 
Schall erregenden Punkte begrenzte feste Körper vorhanden sind in endlicher 
Entfernung vom Anfangspunkte der Coordinaten, insofern man an der Ober- 
Nläche dieser Körper periodisch wirkende Kräfte annehmen kann, welche die 
Bewegung der Lufttheilchen senkrecht gegen ihre Oberfläche zu vernichten 
im Stande sind. Ist der Raum durch irgend eine unendlich ausgedehnte 
Fläche nach einer Richtung begrenzt, so ist diese Betrachtung nicht unmittel- 
bar anwendbar, weil man dann periodisch wirkende Kräfte an dieser Fläche 
bis in unendliche Entfernung hinaus haben würde. Wohl aber läfst sich ein- 
fach der Fall behandeln, wo der Raum durch eine unendliche Ebene begrenzi 
ist. die durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht. Man braucht sich zu 
den Erregungspunkten nur noch ihre Spiegelbilder hinter der Ebene hinzu zu 
denken, von beiden zusammen das Geschwindigkeitspotential zu nehmen, so 





) 
erfüllt dies die Bedingung, dafs an der Ebene —() sei, und es lassen 


sich auf ein solches Geschwindigkeitspotential dieselben Betrachtungen an- 
wenden, als wenn nur endliche feste Körper in der Nähe wären. 

Unter diesen Umständen ist also die Grenzbedingung, welche für die 
unendlich entfernten Theile des freien Raumes aufzustellen ist, die, dafs das 
Bewegungspolential # dort die in Gleichung (8°.) angegebene Form habe. 

Setzen wir jetzt voraus, dafs %# das Geschwindigkeitspotential eines 
Schallwellenzuges sei, der in dem Punkte « erregt wird, in dessen Nachbar- 
schaft sich eine beliebige Anzahl fester begrenzter Körper befinden möge, so 
dafs nur an dieser Stelle 7 unendlich werde, wie 





4 coskr, 


a 


a 


sonst überall endlich und stetig bleibe, und in der unendlich grofsen Entfernung & 
4 * 


cos (2rınt) 
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von derselben Form wie in Gleichung (8°.) sei. Aufserdem möge an der Ober- 
AV 


dn 
das Geschwindigkeitspotential einer Schallbewegung, die im Punkte d erregt wor- 


den ist, so dafs in unendlich kleiner Entfernung von d & unendlich wird, wie 


— () stattfinden. Es sei ferner & 





fläche der festen Körper die Gleichung 


coshr, 
pp = A——cos(?Rant), 


„ 
in unendlicher Entfernung 9 dagegen 
cos|ko—?rant-+d] 


0 


S 





°»— 


sei. wo Ö und d nach verschiedenen Richtungen vom Anfangspunkte der Coor- 
dinaten aus verschiedene Werthe haben; übrigens mufs 2 wie 7 überall 
sonst endlich sein, und an der Oberfläche der festen Körper u 

Wir wenden nun die Gleichung (7.) auf einen Raum S an, der durch 
eine mit dem unendlich grofsen Radius 9 um den Anfangspunkt der Coordinaten 
beschriebene Kugelschaale umschlossen ist, von welchem wir nur ausschliefsen 
alle die Theile, welche durch die festen Körper eingenommen sind. Für die 
Integration an den Punkten « und ö, wo # und $ unendlich grofs werden, 
findet dieselbe Betrachtung wie bei Gleichung (7‘.) statt. Wir erhalten 


-.dD dp üi i f 
(9.) /® . PR do — An A| P,cos(2ant)— D,cos?ınt], 





ı 


wo 7, den Werth von 7 im Punkte d, und 2, den von 2 im Punkte « 
bezeichnet. Die Integration nach dw ist sowohl über die Oberflächen der vor- 


dD dA 


handenen festen Körper auszudehnen, an denen aber 7 hr so dals 
/ 


diese Theile wegfallen, als auch über die Oberfläche der Kugel. Hier wird nun 
5 
P— — PB — — WBksin(d — ec). 
dn 
Wenn wir nun bedenken, dafs 7 und & von der Form sein müssen: 
Pr — #'cos(2ant)- "sin (2ınt), 
p D' cos (2ant)-—- D"sin(2rnt), 


wo #', $', ?" und &” von der Zeit unabhängige Gröfsen sind, so wird 


\ 


P,cos (2rnt) — P,cos(2rınt) 
— 419% — P]+ 4] %— P.]Jeos (Annt)+4[ 7 — Pi]sin (Art). 


Da nun die Gleichung (9.) für jeden Werth von Z erfüllt sein mufs, so mufs 


au Mann 0 nl 1 Fe un En 


Sagen 





3 


5 
? 
% 
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einzeln gleich sein: 
Y%,—®:. Ra 0, 


an cn 0, 


a 


JAB sin ® —c)do BE 


| 


also auch 

(9°) 7, = Pycos (2nnt) -- 7, sin (Aant)—= P) cos (2rant) + sin (Arnt)—= $,. 
Daraus geht der wichtige Satz hervor: FFenn in einem mit Luft gefüllten 
Raume, der theils von endlich ausgedehnten festen Körpern begrenzt theils 
unbegrenzt ist, im Punkte a Schallwellen erregt werden, so ist das Ge- 
schwindigkeitspotential derselben in einem zweiten Punkte b ebenso yrofs, 
als es in a sein würde, wenn nicht in a, sondern in b Wellen von der- 
selben Intensität erregt würden. Auch ist der Unterschied der Phasen 
des erregenden und erreglen Punktes in beiden Fällen gleich. 


Aus der nach der Gleichung (8°.) gemachten Bemerkung geht hervor. 


dafs dasselbe noch gilt, wenn der Raum von einer unendlichen Ebene theil- 


weise begrenzt ist. Ist & das Geschwindigkeiltspotential von Schallwellen, 


die eine gröfsere Zahl von Erregungspunkten Ö,, db, etc. db, haben, also von 


der Form 
odo=9, 4 PD, . ... + >. 


wo &, das Potential der in 5, erregten Schallwellen ist, so wird 
(9°.) =[7, ] a = [P„.J:- 
In dem Falle, wo die durch %# dargestellte Schallbewegung nicht da- 


von herrührt, dafs ein tönender Punkt a sich im freien Raume befindet, sondern 
dafs an irgend einem Oberflächenelemente der Begrenzung des Luftraumes, das 


- . * dw * 4 
wir mit da bezeichnen wollen, Ei nicht Null, sondern 
v 


dP, 
dn 





— Becos?2rnnt 


ist. so wird aus der Gleichung (9.) 
(9) ArAP, —= —Bo,da. 
Dieser Satz kann dazu dienen, um in solchen Fällen, wo man die 
Schallbewegung der Luft vollständig nur für gewisse besondere Lagen des 


schallerregenden Punktes bestimmen kann, doch wenigstens für alle anderen 
Lagen eines oder beliebig vieler schallerregender Punkte die Erregung in 
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jenen ersten Stellen des Raumes zu bestimmen. Namentlich ist der Salz 
wichtig, wenn man die Schallbewegung für eine jede entfernte Lage des 
tönenden Punktes bestimmen kann, weil man dann rückwärts auch für jede 
andere Lage des tönenden Punktes die Fernwirkung bestimmen kann, auf die 
es bei den akustischen Versuchen meistens allein ankommt. 


S. 6. 


Wir gehen nun zu unserer eigentlichen Aufgabe über, die Bewegung 
der Luft am offenen Ende einer cylindrischen Röhre zu bestimmen, wenn im 
Innern der Röhre durch irgend eine Ursache ebene Wellen, die einem ein- 
[achen Tone von x Schwingungen in der Secunde entsprechen, zu Stande 
vekommen sind, und sich die Bewegung durch die Mündung der Röhre der 
äufseren Luft mittheilt, welche übrigens zunächst durch keine anderen Schall 
erregenden Kräfte affieirt sein möge. 

Die Form der Röhre sei im Allgemeinen ceylindrisch von beliebigem 
Querschnitle; nur in geringer Entfernung von der Mündung möge dieselbe 
von der eylindrischen Form abweichen dürfen. Wir schliefsen also Röhren 
mit trompetenförmigen oder halb gedeckten Mündungen in unsere Untersuchung 
ein. Uebrigens selzen wir voraus, dafs sowohl die Dimensionen der Oeflnung. 
wie auch die Länge des nicht cylindrischen Theils der Röhre gegen die 
Wellenlänge verschwindend klein seien. Den äufseren Raum denken wir uns 
der Einfachheit wegen nach einer Seite begrenzt durch eine unendliche Ebene, 
welche senkrecht gegen den cylindrischen Theil der Röhrenwand gerichtet ist, 
und in welcher die Röhrenmündung selbst liegt. Diese Ebene sei die yz- 
Ebene, die Röhre befinde sich auf Seite der negativen X, deren Axe im In- 
nern der Röhre liegen und dem cylindrischen Theile ihrer Wand parallel sein 
soll. Auf Seite der positiven & sei der Luftraum unbegrenzt. Nach der ge- 
machten Annahme betrachten wir ky und Az als verschwindend klein gegen 
1. wenn y und 2 Coordinaten eines Punktes der Röhrenmündung sind, und 
ebenso Ar, wenn x einem Punkte des nicht cylindrischen Theils der Röhren- 
wand angehört. 

Unsere Voraussetzungen über die Natur der Bewegung, welche wir 
untersuchen wollen, drücken sich nun in folgenden Gleichungen aus. Erstens 
nehmen wir an, dafs irgendwo in der Röhre sich ein Abschnitt befinde, 
zwischen welchem und der Mündung keine äufseren Kräfte auf die Luftmasse 
einwirken, und in welchem das Geschwindigkeitspotential # unendlich wenig 


tra . Dre Fe a u u nn la Duni Dal ae he in 


EEE EEE er ae 


u ar ee 


ee re 








4 
& 
\ 





u £ 2 a 
FREE EEE RE DER NR 


ee ne un a 





nn N 


ei .. 


en 


ne 








Helmholtz, über Luftschwingungen in offenen Röhren. 31 


verschieden sei von der Form 
WW A . 1 f I A . | ® ‘ \ 
v’— —sinkz+ Beoskr) cos (2ant) + sin kur - Bcoskzr )sin(Zrınt). 
v v 
Dies ist die allgemeinste Form, welche ebene Wellen, die einem einfachen 
Tone von n Schwingungen angehören, haben können. Zur weiteren Verein- 


fachung wollen wir gleich den Anfang der Zeit # so festsetzen, was oflenbar 
immer möglich ist, dafs A==0 wird, und somit 7 in dem besagten Abschnitte 
der Röhre die Form erhält: 
äh: I 46 \ 
(10.) P— (—sinkx-+Beoska)cos(2unt) Beoskr sin(2ant). 
ı 
Auf Seite der positiven « denke man sich zwei halbe Kugelflächen von sehr 
grofsem Radius construirt, deren Mittelpunkt im Anfangspunkte der Coordinaten 
liegt. Zwischen beiden soll # die Form kugeliger Wellen haben, die in den 
unendlichen Raum hinauslaufen, nämlich, wenn wir wie früher die Entfernung 


vom Anfang der Coordinaten mit o bezeichnen, 


(KO — si io — ?rı 
(10°.) v_ M eine 2rnt) —ıM, sin (ko nt) 


S 


‚ aber möglicher Weise abhängig von den 











wo M und M, unabhängig von o 
Winkeln sind, die o mit den Coordinatenaxen bildet. 
Jenseits der äufseren jener beiden Kugelflächen mag noch ein Raum 


liegen, wo die Schallbewegung erst beginnt, aber zwischen der Region der 
ebenen Wellen in der Röhre, deren Bewegung in der Gleichung (10.) gegeben 
ist, und der Region der Kugelwellen von der Form (10°) soll die Stärke 
und Phase der Luftschwingungen stationär geworden sein, also 7 hier überall 
von der Form sein: 
(10) 7= F7'cos(2nnt) + P"sin(2ınt), 
worin 7’ und #7” Functionen der Coordinaten, aber unabhängig von der 
Zeit sind und in diesem ganzen Theile des Luftraumes die Bedingung erfüllen: 
3) 0=RF-IVE. 

Endlich mufs noch längs der ganzen Wand der Röhre und an dem Theile der 


yz-Ebene, welcher nicht von der Röhrenmündung eingenommen ist, sein: 


A. 
10) — = 


Wir wollen nun die Beziehungen zwischen den Coefficienten A, B, 8, M 
und M, der Gleichungen (10.) und (10°.) mittelst des erweiterten @reenschen 


Theorems aufsuchen. 
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Die erste Anwendung der Gleichung (7.) machen wir auf den inneren 
Raum der Röhre, dieser von der Ebene der Mündung bis zu einer damit 
parallelen Ebene genommen, welche in der Region der ebenen Wellen liegt. 
Die Function & der Gleichung (7.) setzen wir hier: 
D — coskt. 
Da sowohl $ wie # die Gleichung (3”.) erfüllen innerhalb des hier betrach- 
teten Raumes, so redueirt sich Gleichung (7.) auf 


, „a4 EL z IP u 
(7%) Jr do P— do = 0. 








ie . i r 
Nun ist T, nur an der Mündung und in dem Querschnitte der Röhre von Null 
t 
ID Ip a} . 
verschieden, dort ist es gleich u hier gleich +7 Es wird also 


dıpr 











WD 
/® S do = — c08 Zune] E.e — sin? ne | T- 


-Q(Acoskxc — DBksin kx) cos kx cos (2rnt) — OBksin kr coskx sin (Ar nt). 


PRIT 
dx 
bezeichnet werden, welche die betreffenden Functionen in der Ebene der 


Röhrenmündung haben. Mit Q ist die Grölse des Querschnitis des eylindri- 


dd 


schen Theils der Röhre bezeichnet. Dagegen ist 7, an cylindrischen Theile 
“un 


der Röhrenwand und in der Oeffnung der Röhre gleich Null. Von Null ver- 
schieden ist es nur in dem Querschniite der Röhre, wo es den Werth —ksinkx 
hat, und in dem nicht eylindrischen Theile der Röhrenwand. Nennt man den 


Winkel, den die nach innen gerichtete Normale der Röhrenwand mit den po- 
dD dD 





Durch den Horizontalstrich 7 oder sollen hier und fortan die Werthe 


sitiven x bildet, /, so ist, da er u 0. 
ID do a 
— — — c0s PT — — ksinkx cos. 
dan dx 


Wir haben also 


 .dD ’ 
vr du — — ((Asinkx + kBcoskx)sinkx cos (2rınt) 
— IkBcos kr sin kz sin (Ir nt) 


2. kcos(2unt) [ #'sin k.x cos 5 dw 


+ ksin(2ant) [ P"sinkx cos dw. 


Wenn man diese Werthe der Integrale in die Gleichung (7’.) einführt, und 
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einzeln die mit cos(2rn!) und die mit sin(2rnt) multiplieirten Glieder gleich 


Null setzt, so erhält man 
1) 24 


a in u ) 
(1%) 0 == du - hf sink.r cos dw. 
“ in © 


In beiden Gleichungen ist das erste Integral über die ganze Vellnung der 
Röhre zu nehmen, das zweite über die Wand der Röhre. doch wollen wir 
gleich bemerken, dafs an allen Stellen, wo cos/ von Null verschieden ist, kx 
nach unserer Annahme eine verschwindend kleine Gröflse wird. In rein cy- 
lindrischen Röhren mit ganz offener oder theilweis gedeckter Mündung fallen 


= 





- do - Rfw sin kw cos dw, 





diese letzteren Integrale ganz weg. 


Die zweite Anwendung des Theorems (7.) machen wir auf den freien 
Raum auf Seite der posiliven «, der einerseits begrenzt gedacht wird durch 
die yz-Ebene, andererseits durch eine um den Anfangspunkt der Coordinaten 
als Mitielpunkt construirte halbe Kugelfläche, welche in die Region der kuge- 
ligen Wellen fällt. Innerhalb dieses Raumes liege der Punkt, dessen Coor- 
dinaten @, 5, y sind. Die Entfernung des Punktes w, y, x von ihm sei v,, 
während r,, die Entfernung von dem Punkte sei, dessen Coordinalen — «, 
/, y sind, und der aufserhalb des hier betrachteten Raumes liegt. Die Function 


& der Gleichung (7.) setzen wir 








et cos (kr, — ?rent ) + ı cos(hr,—2ant) 
E ”, ° rı 
Indem wir nun die Gleichung (7.) anwenden mit Beachtung des in (7.) be- 


rücksichligten Umstandes der Unstetigkeit von & im Punkte «, /, y; erhal- 


ten wir: 


p 
(11°) vdo (+ do —= 2ncos(?rnnt) P,, 


wo #. den Werth von #7 im Punkte «, P y bezeichnet. 
[74 J N P 


( 
Wie im Falle der Gleichung (9.) wird die Grölse En we an 


dn dn 





der weit entfernten Kugelfläche eine von der Zeit unabhängige Grölse, ebenso 
natürlich auch das Integral dieser Grölse über die Kugelfläche, welches wir 


ji u A 
mit & bezeichnen wollen. An der yz-Ebene dagegen ist Fr überall gleich 


Null. ebenso — überall mit Ausnahme der Oeffnung, wo es gleich TZ ist; 
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$ aber bekommt den Werth 
a cos(kr, —?rınt) 


D — . 


r, 





weil an der yz-Ebene r =r, ist. So erhalten wir die Gleichung 





(11°.) -f m ne nun do» —= Rncos(?ınt)P,. 


dx r, 
Setzen wir nun nach Gleichung (10°.) 
10) #—= #P'cos(2nnt) + P"sin(2nnt), 

so können wir in der Gleichung (11°), welche für alle Werthe von ? erfüllt 
sein mufs,. die Quadrate und Producte von cos(2rınt) und sin(2rn?) durch 
cos(Arınt!) und sin(dsnt) ausdrücken und dann einzeln gleich Null setzen: 
1) die Glieder, welche nach der Zeit constant sind, 2) die Glieder, welche 
mit cos(dant) multiplieirt sind und 3) die mit sin(4rrnt) multiplieirten, und 
erhalten dadurch folgende drei Gleichungen: 


! n h 
C-nfı Me tes E L dB" sinkr, ') do, 


: dx r, u © 


( ' k jr k 
(11%) er fe coshr, FRE u sinkr, do, 
a: Zr r, dr r, 


FTZ 7 A 
0 BERN np Pi sinkr, je 4 pe coshr, qn, 


dx r, dx r, 








— 








ww 


And 








Die Integrationen sind über die Oeffnung der Röhre auszudehnen. Durch 
die beiden letzten Gleichungen ist der Werth der Funclionen F' und 7" für 


alle Punkte des Raumes auf Seite der positiven « gegeben, wenn die Werthe 


dp! l dp" 
’Oon un 
hans dr dx 


chung folgt aus den beiden anderen mittelst des Theorems (7°). Der Werth 


von 7, wird demnach: 
Rn 1 dt cos(kr, — ?rnt) an sin (kr, — ?rınt) 
( (, ie u DE Ä 4 

2. DEE do * er dx r, 


ar dr r; 


Wenn wir statt der rechtwinkligen Coordinaten Polarcoordinaten ein- 


in der Oeffnung der Röhre bekannt sind. Die erste Glei- 








de. 








führen. nämlich 

2 —= 00080, P —=osinwcos#, y= osinwsind, 
so wird in unendlich grofser Entfernung og vom Anfangspunkte der Coordinaten 
mittelst einer ähnlichen Umformung, wie sie in (8°) ausgeführt ist, 





(10°) v—_ Mm m _ıM, sin we 





- 
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wo 





Le dp" | dp" 2 er 
M — --/)/)\ cos A = sin ke)dy dz, 


(11V.) ( 


M, = — Er cos ke — _e sin ke )dy dz, 


€ = ysinwcos9-+ zsinwsind, 











und wo die Integralionen über die Oeflnung der Röhre auszudehnen sind. 


Eine dritte Anwendung des erweiterten @reenschen Satzes machen 
wir auf den Raum, welcher zwischen einem Querschnitte der Röhre in der 
Region der ebenen Wellen und einer halben Kugelfläche in der Region der 
kugeligen Wellen lieg. Für die Functionen #7 und # der Gleichung (7.) 


setzen wir 7’ und 7” und haben wie in er. 


wi) gi fer: 7 l 
3 U Pr — A). 
(7°) /e3 n = " do 


day’ ap" 


Da längs der ganzen festen Wand des Raumes — nr. so ist die 
t 


Integration nur über den Querschnitt der Röhre und die Halbkugel auszu- 


dehnen. Im Querschnitt ist: 














2" um 7 1 sinkct Beosk«, 
?" — Booskr, 
isn jr 
wa ee a 
dx dx 


An der Kugelfläche ist: 
v’' — M 








0 


= 


cosk sink 
: er, I, 


un _ m ho M, cosko 
TER I 














“ Q 
pr day" on dp! TURN DER k(M?-+ M?) 
do do o* 


Wenn man die Integrale nimmt, wird: 


(112) 0 — 48Q+%/ "dof "d9(M’4 Mi)sino. 
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Endlich wenden wir noch das Theorem (7.) auf den inneren Raum 
der Röhre an von der Ebene der Mündung bis zu einem Querschnitt in der 
Region der ebenen Wellen für die Function #7’ und 


$p = sinkt, 
ih ps’ dd f: ap’ RER 
2 / ’ dn ” dn ” 


Am uerschnitte der Röhre wird 





‘ . , dW" 
An der Wand der Röhre wird — =, an ihrer Mündung P = 0, so dals 
das zweite Integral der Gleichung (7’.) verschwindet. Im ersten wird an der 


Wand der Röhre: 





dp 
— — kcoskr cos, 
An 
(&D 
an der Mündung Z — —k. Also haben wir: 


(11")  OB+ / pP coskr cos Adv — / 7 do — 0, 
wo das erste Integral über den nicht cylindrischen Theil der Röhrenwand 
auszudehnen ist, so weit cos/ sich von Null unterscheidet, das zweite über 


die Oeffnung der Röhre. 


Wir haben jetzt in den Gleichungen (11.), (11°), (11%), (11/.). 
(11°.), (11”.) die Werthe der Coefficienten A, B, 3, M, M, und der 
Functionen 7’ und #7” im freien Raume zurückgeführt auf Integrale, in denen 
nur die Werthe vorkommen, welche 7’, #7” und ihre Differentialquotienten 
theils in der Mündung der Röhre selbst, theils an dem nicht ceylindrischen 
Theile ihrer Wand haben. Wir wollen jetzt die Vereinfachungen dieser Aus- 
drücke einführen, welche daraus herfliefsen, dafs die Dimensionen der Mün- 
dung und die Länge des nicht cylindrischen Theiles der Röhre unserer Annahme 
nach gegen die Wellenlänge verschwindend klein sein sollen. Vernachlässigen 
wir Gröfsen von der Ordnung k& gegen 1, so nehmen unsere Gleichungen 


(11.),. (11°.) und (11’.) folgende Gestalt an 


ad' 
(12) 40 = ST da, 





RT ee 


i 
Bi 
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m 








P'"rcosP dw, 





| 








(12°) 0 





12) M=-;- "sen, do — — „40. 


Für den Werth von M, ist zu bemerken, dafs das von Ak unabhängige Glied 


desselben SZ do nach (11°) selbst eine verschwindend kleine Gröfse ist. 
dipr 


dafs ferner auch das mit der ersten Potenz von 4 multiplieirte /Z edo der 





Null gleich gemacht werden kann, wenn man den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten, über den bisher nur bestimmt ist, dafs er in der Oeffnung der Röhre 
liegen solle, in den Schwerpunkt einer Masse verlegt, welche mit der Dich- 


., dp 
tigkeit 7 
Werth von M, auf verschwindend kleine ee nämlich 


a2) Mm — $-/P"rcosßdo-+ —f- SR dev. 


Wir werden also M, gegen M vernachlässigen und letzteres als unabhängig 
von den Winkeln ® und :% betrachten dürfen, also aus (11?.) erhalten 


ABO = —RıkM’, 
oder mit Berücksichtigung von 
dr): AB 
d u hk 
(12°.) B — AM = — 2.40, 


über die Fläche der Oeffnung verbreitet ist, also reduecirt sich der 


| 


— 2ıM, 


endlich 


(12°) OB — /Fdo  /# cos do. 


Da nun übrigens nach (11°.) in der Ebene der Mündung mit Vernachlässigung 


kleiner Gröfsen 


1 dyr dw 
2 Wer Zn) de r 
und = 
1 day! 1 
b a u ee 
1?) M= -,/ 7 m 3m 40, 


so sind M oder AQ und &%#’ Gröfsen von gleicher Ordnung. Nun können 
wir die Gleichung (12°) schreiben 


— + // #'dy de, 
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wo die Integration über alle Werthe von z und y auszudehnen ist, welche 
der Oeffnung und Wand der Röhre angehören, und das — Zeichen sowohl 
an der Oeffnung als an denjenigen Theilen der Wand zu nehmen ist, deren 
Normale mil den negativen .x einen spitzen Winkel bildet, das — Zeichen 
an den Theilen, deren Normale mit den positiven x einen spitzen Winkel 
bilde. @B ist also gleich den Werthen von %#’ in der Nähe der Oeffnung 
integrirt über eine Fläche von der Gröfse @, also ist B von der Gröfsen- 


rn AO r | ’ 
ordnung #’ oder ER Wenn aiso der Querschnitt der Röhre von derselben 


Ordnung kleiner Gröfsen wie die Oeffnung, d. h. von der Ordnung &° ist, ist 
B von der Ordnung As. Genauer läfst sich bei der Allgemeinheit unserer 


A y. 
Annahmen das Verhältnifs — nicht bestimmen. Wir werden später bei den 


Beispielen sehen, dafs es von der Form der Mündung abhängt, von welcher 


wir das Verhältnifs = unabhängig gefunden haben, und dafs es nicht merklich 


von dem Werthe von % abhängt, so lange der Querschnitt der Röhre und 
die Länge des nicht eylindrischen Theiles als verschwindend gegen die Wellen- 
länge zu betrachten sind. Ist übrigens die Oeffnung der Röhre sehr klein gegen 


bb. m. ’ 
den Querschnitt, so kann y jeden beliebigen gröfseren Werth erreichen. 





Innerhalb der tieferen Theile der Röhre ist also, wenn wir setzen 





(127) = — —tangke, 
A 
‚2.0 iD A “ \ AKO . 
(ie) 7 Fonshg Sink (a — a) cos(2runt) — - coskx sin (2rınt). 


und dazu gehört die Bewegung in den entfernten Stellen des freien Raumes, 
indem wir M, gegen M vernachlässigen, 


AO cos(koe—2rnt) 
arı o ’ 





dr’) = — 


in welchen beiden Gleichungen A eine willkührliche Constante ist, und « für 
jede besondere Röhrenform besonders bestimmt werden mulfs. 

Die Natur des hier behandelten Problems wird noch klarer, wenn man 
auf den Grenzfall übergeht, wo A=0 wird. Dann werden die beiden Functio- 
nen 7’ und #7” von einander unabhängig, und es entstehen aus unserem 
Problem folgende zwei Aufgaben: 





1 Aa alas Febr Br u An 
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1) Es ist eine Function 7’ zu suchen, welche in dem ganzen be- 


trachteten Raume der Bedingung genügt, dafs 
Vi 
welche für grofse negative x übergeht in Ar-+D, für grolse positive in 
_ u und für die längs der ganzen festen Wand —0 ist. Es ist dies 
mathematisch dieselbe Aufgabe, als hätten wir einen homogenen electrischen 
Leiter von der Gestalt unseres Luftraumes, welchen ein eleetrischer Strom von 
bestimmter Intensität (AQ, wenn das Leitungsvermögen des Stoffes gleich 1 
ist) durchfliefst, der aus dem ceylindrischen Theile in den unendlichen Raum 
übergeht. Wir nennen bekanntlich den Leitungswiderstand zweier Leiter 
gleich, wenn bei gleicher Intensität des Stromes ihre Endflächen Flächen con- 
stanten Potentials sind und dieselbe Differenz des Potentials zeigen. Nun ist 
in irgend einem Querschnitte des cylindrischen Theiles die Potentiallunction 
Ax--B für unendliche Entfernung im freien Raume Null. Denken wir uns 
dagegen den cylindrischen Leiter cylindrisch fortgesetzt und überall die Po- 
> 

tentialfunclion gleich Ar-+B, so wird sie Null, wenn 7 ao. Es ist 
also — (2 — ce) die Länge eines cylindrischen Leiters von demselben Material. 
welcher denselben electrischen Widerstand bietet wie der Leiter von Gestalt 
unseres Luftraumes, gerechnet von einem Querschnitt des eylindrischen Theiles 
in der Entfernung — x von der Mündung bis in unendliche Entfernung im 
freien Raume. Nach der in der Electricitätslehre gebräuchlichen Terminologie 
würde also — (2 — eo) die reducirte Länge jenes Leiters genannt werden 
können, und wir wollen dieselbe Benennung auch hier brauchen. Die Con- 
stante D oder «@ verschwindet also nicht mit % zugleich, obgleich andererseits 
einzusehen ist, dafs sie meistens nicht grofs sein kann, da der Widerstand 
unendlich ausgedehnler Leiter, wie der der Erde, immer sehr klein ist ver- 
glichen mit dem Widerstande cylindrischer Leiter von demselben Material, aus 
denen die Electricität in den unendlichen Leiter ausströmt, und es folgt auch 
weiter aus den bekannten Theoremen über Electricitätsleitung, dafs « desto 
gröfser werden mufs, je enger die Mündung der Röhre gemacht wird, was 
sich auch in den akustischen Versuchen durch die Veränderung des Tons der 


Röhren zeigt, dessen Abhängigkeit vom Werthe von « wir unten feststellen 





werden. 
Wenn die Oeffnung sehr klein und kreisförmig ist, während die den 


Cylinder schliefsende Wand in ihrer Nähe nahehin eben ist, läfst sich anneh- 
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men, dafs der Widerstand hauptsächlich nur von den dicht bei der Oellnung 
gelegenen Theilen herrührt, wo die Bahn der Strömung am engsten ist. Der 
Widerstand einer kreisförmigen Oeffnung vom Radius A in einer isolirenden 
Ebene, welche zwei unendlich ausgedehnte Leiter von einander trennt, ist 
aber ausgedrückt durch die Länge ? eines Cylinders vom Querschnitt @: 





0 
rg / _— _—— | 
ie IR 
> 
v i , ‘ y > 
und dies würde in diesem Falle auch der Werth von — z sein. 
N, nd . y 5 1 - x 
2) Es ist eine Function E ul zu suchen, welche im ganzen betrach- 

D 


telen Raume der Bedingung genügt, dafs VF"—0, welche für grofse Ent- 
fernungen von der Mündung sowohl auf Seite der negativen wie der positi- 
ven .r wird: 

5.0 DEREN... ; 

k 2rı 

i i day 

und längs der ganzen festen Wand des Luftraumes m». OMfenbar ist 
unter diesen Umständen 7” im ganzen Raume constant. Hierbei wird dann 


ersichtlich, dafs in der Oeffnung nicht blos, wie wir schon gesehen. die Gröfse 


dp dp" 
/ r do, sondern auch 
«X 








selbst mit % zugleich verschwindet. 


$. 7. 

Die bisher gewonnenen Sätze lassen nun eine Reihe allgemeiner Fol- 
gerungen ziehen nicht blos über die Lage der Schwingungs-Minima und Maxima 
(Knoten und Bäuche der Schwingungen) und die davon abhängende Höhe der 
natürlichen Töne der Röhre, die wir als Töne stärkster Resonanz cha- 
raclerisiren können, welche Aufgaben schon die bisherigen Theorien mehr 
oder weniger genügend behandelt haben, sondern sie geben uns für eine Reihe 
besonderer Erregungsweisen der Töne auch bestimmte Auskunft über die 
Stärke und Phasen der in der Röhre erregten Schwingungen. 


Die Geschwindigkeit der Lufttheilchen ist aus (12°.) berechnet 


PR dy A ANMO . N 
(13.) mn ash cos (a —)cos(nnt) + n sinkx sin(2n nt) 








oder 


er EEE TEIRTR, 


N 
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dp 
I —— = Jos(2nnttr), 
dx 
wenn 
(13°.) cos’k(x—e) , KO? . , 
a cos’hka T An? sin’ kr, 
a u l’O sin kr cusha 
Wu le 2rncosk(x — e) 


Die Werthe von x, für welche J?’ ein Maximum oder Minimum wird. werden 
sefunden durch die Gleichung 
k'O’sin ka cos’ha 


27:(1 Er h"Q? ) . 


— cos’ ka 
zı 


4 
Wenn x, ein Werth ist, der für & gesetzt diese Gleichung erfüllt, so wird 
sie auch erfüllt durch 


(13%) tang2k(e —c) — 








z FRE i | 7 R | art 
zZ == Zu AT _— Lu DJ: * 
ı 


worin a eine beliebige positive oder negalive ganze Zahl bezeichnet. Die 
Maxima und Minima der Schwingung liegen also in der Röhre um Viertel- 
wellenlängen von einander entfernt. Sie liegen aber nicht nolhwendig um 
ein genaues Vielfache einer Viertelwellenlänge von der Oeflnung der Röhre 
entfernt. Wenn, wie wir im Folgenden immer annehmen wollen, A?O eine 
unendlich kleine Gröfse ist, so wird mit Vernachlässigung der kleinen Gröfsen 
zweiter Ordnung die Gleichung (13°.): 


tang?k (2 — a) — 0. 
Dann wird J’ ein Maximum J}, wenn 


k(z—eo)=an, also cosk(2 — o)= +1. 


we 
ı 7 cos’kea’ 
und .J/° wird ein Minimum J/, wenn 
k(r— ed) = (a-+ 1), also cosk(x — ao) =—(. 


„k*O: - 
J? — 4° ——. cos’ ka. 
/ Ar 





Denken wir uns die ebenen Wellen bis zur Mündung der Röhre fortgesetzt, so würde 

in der kleinen Entfernung « vor der Oeflnung ein Maximum der Schwingung lie- 

sen. Denken wir uns die Entfernungen der Querschnitte der Röhre von diesem 

um die Länge «& vor der Oeffnung in der Axe der Röhre gelegenen Punkte ge- 
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zählt und nennen diese Entfernungen die reducirten Längen des betreffenden 
Röhrenstücks, so erhalten wir Maxima der Schwingung überall, wo die re- 
ducirte Länge gleich einem geraden Vielfachen der Viertelwellenlänge 
und Minima der Schwingung (Knotenflächen), wo die reducirte Länge der 
Röhre einem ungeraden Vielfachen der Viertelwellenlänge gleich ist. In 
den Knotenflächen herrscht aber nicht absolute Ruhe, sondern die Bewegung 


wird nur sehr klein. 
Am Orte der Maxima der Schwingung wird tangr gleich einer unendlich 


kleinen Gröfse, also == an, am Orte der Minima wird tangr = x, also 


r—=(a-4)7, folglich send die Phasen der Bewegung am Orte der Maxima 


und Minima um eine Viertelschwingungsdauer verschieden. 
Nach Gleichung (1’.) ist die Verdichtung der Luft, wo keine äufseren 


Kräfte wirken, 
1 dw 


= — — —- 


ge; a? dt 


also in unserem Falle: 


ABO 


Ä Eu h u 
(14.) = way sink(x= — «) sin (2rınt)- . coskr cos (2ınt) 








oder: 


bp = Lsin(2nnt-+r,), 














wenn 
Pr I _ /sin’k (a —e) k*O0?cos’kr 
(14°.) u a cos’hka 7 An? 
' —. KOcoskrcoshe 
u a ee 2rnsink(2 —e) 


Die Bedingungsgleichung, welche die Werthe von x giebt, für welche Z? ein 
Maximum oder Minimum wird, ist dieselbe wie (13°.), welche oben für die 
Grenzwerthe von J* aufgestellt ist, aber wo letzteres ein Maximum ist, wird 
L’ ein Minimum, und umgekehrt. Wo ZL ein Maximum, wird tangr,—0 (oder 
vielmehr gleich einer verschwindend kleinen Gröfse), also: 


a + Ak?Ocoska 


sin (2rınt), — =: Im sin(2rnt). 








— + 
b — acoske 


wo L’ ein Minimum ist, wird tangr, = x, 


Ak*Ocoska a A 


cos(2rınt), Zu 8 Ko cos(2rınt). 








+ 


ara 
An diesen Stellen also fällt das Maximum der Verdichtung mit dem Maximum 
der Geschwindigkeit in der Zeit zusammen, nicht aber an den zwischenliegen- 
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den Stellen. Denn wo weder sink(z— ee) noch cosk(x —«) der Null nahe 
sind, sind sowohl tangr als tangr, sehr kleine Gröfsen, und es wird also 


nahehin 
a dp i 
h = Lsin(2ınt), = —Jcos(2ıntl). 





so dafs hier die Maxima des Druckes und der Geschwindigkeit nahehin um 
eine Viertel- Undulationszeit auseinanderfallen. 
Denkt man sich die ebenen Wellen bis zur Oeffnung der Röhre. wo 


x —=0(, fortgesetzt, so wird dort langr —= 0, dagegen 


k’O 
tangr, = — - cotang ko. 


Nun ist im Allgemeinen tangk« eine kleine Gröfse erster Ordnung, k’Q eine 
solche zweiter Ordnung, also tang7, sehr klein und 7, nahe an Null. Aber es 
kann auch für besondere Röhrenformen «—=0 werden, dann würde 7, — In. 
Im ersteren Falle würden in der Oeffnung die Maxima der Geschwindigkeit 
und der Verdichtung um eine Viertelundulation der Zeit nach aus einander 
liegen, im zweiten Falle zusammenfallen. Po:rssons Voraussetzung, dafs die 
Verdichtung in der Oeffnung gleich der Geschwindigkeit multiplieirt mit einer 
sehr kleinen Constanten sei, ist also nur in einem besonderen Falle richtig. 
den er allerdings als den allgemeinen betrachtete. Auch in diesem Falle ist 
sie übrigens nur richtig, wenn man sich erlaubt, die ebenen Wellen bis zur 
Mündung der Röhre fortgesetzt zu denken, aber nicht, wenn man die wirklich 
in der Oeffnung stattfindenden mittleren Werthe der Geschwindigkeit und Ver- 
dichtung nimmt. 

Was die Lage der einzelnen Wellenphasen in einem gegebenen Augen- 
blicke betrifft, so finden wir die Lage der Geschwindigkeitsmaxima in der 


2 
Region der ebenen Wellen, indem wir 0 setzen. oder auch F=0. 


da hier +70, Also: 
0 = # c0s (2 nt)sinkz-} [Bcos(2ant)-+ Bsin(2rnt)] coskz; 
daraus folgt als Bedingung (s. (1%.) und (12#.)) 
(14°) tangkr —= tangka- Stang (2 nt). 


Wenn !=0, wird 





tangkr — tangke, 


die Maxima der Geschwindigkeit liegen dann, wo — (2—e) = a4, die Minima, 
6 x 
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wo — (2 —e)—=(a+4)i. Wenn nun £ wächst, so bleibt, weil A’Q eine 
verschwindend kleine Gröfse ist, doch immer noch tangkx unmerklich wenig 
verschieden von tangk«o, also die Lage der Maxima und Minima unverändert, 
so lange tang(2rnt) endliche Werthe hat. Wenn aber / sich dem Werthe 
einer Viertel-Schwingungsdauer nähert, wird auch tangkx gleichzeitig mit 
tang (2ınf) erst -&, dann —», dann aber, so wie tang(2rınt) endliche 
negative Werthe erreicht hat, wird tangkx wieder gleich tangk«, und so 
bleibt es wieder während beinahe einer halben Schwingungsdauer stationär, 
so lange tang (2rnt) endlich bleibt. So oft nun tangk.r vom Werthe tang k« 
auf +» wächst, dann von — x durch die negativen Werthe bis O und wie- 
der auf tangk« übergeht, mufls kr um x wachsen und x selbst um 44. So 
wird also ein Maximum, welches zur Zeit £=0 da liegt, wo die reducirte 


’ 1 
Länge a/ beträgt, um die Zeit A schnell übergehen auf die reducirte 


Länge (a— 4)A, hier beinahe stillstehen bis = . dann schnell fortschrei- 


ten auf (a—1)A u. Ss. w. 


Im freien Raume dagegen bewegen sich die Maxima der Geschwindig- 
keit mit der gleichmäfsigen Fortpflanzungsgeschwindigkeit « vorwärts. In 
den enifernteren Theilen des freien Raumes liegen sie zur Zeit =0, wo 
o=(b-+4)4. Der Abstand zweier Maxima der Geschwindigkeit, von denen 
eines im freien Raume in der «-Axe, das andere in der Röhre gelegen ist, 
zur Zeit =0 ist (a+b-+-4)4—e. Da bis zur Zeit zu das Maximum in 
der Röhre fast ganz still steht, das im freien Raume um 44 fortschreitet, so 
wächst die Entfernung beider Maxima bis auf nahehin (a+b-+4)4—e, geht 
dann ziemlich schnell zurück auf (a--b)A—e, um während der nächsten halben 
Schwingungsdauer wieder auf (a+b-+4)2—e« zu steigen, und bewegt sich 


so immer zwischen den genannten Grenzen. 


Mit der Verdichtung verhält es sich ähnlich. Ihre Maximalwerthe wer- 
den gegeben durch die Gleichung: 
(14°)  cotangkr — —tangka + KO cotg(?rınt). 


Zur Zeit =. ist cotg(2rnt) —=0, und die Maxima der Verdichtung lie- 


gen, wo die reducirte Länge der Röhre (a—4)A beträgt. Diese Lage be- 


halten sie auch unverändert bis nahehin I= 7, Wo cotg(2rnt) unendlich 


grols wird. Dann rücken sie schnell vorwärts bis (a— $)4. In den entfern- 
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teren Theilen des freien Raumes liegen sie, wenn =; da, wo o=(b-4)4. 
Ihr Abstand von denen in der Röhre beträgt also dann (a+-b-+4)1—e, 
wächst allmälig auf (a+b--4)2—«, sinkt schnell auf (a-+-b)A—c«, wächst 
dann wieder allmälig u. s. w. Sowohl die Maxima des Diäcken wie der Ge- 


schwindigkeit haben ihren gröfsten Werth in der Röhre, wenn sie stillstehen. 


ihren kleinsten, wenn sie vorwärts eilen. Uebrigens eilen die Maxima der Ge- 


schwindigkeit vorwärts zu den Zeiten und an den Orten, wo die des Druckes 
stillstehen, und umgekehrt. 

Stärke der Resonanz in der Röhre. Denkt man sich die Röhre 
nur bis 2== —/ reichend und ihr Ende im Bereiche der ebenen Wellen ge- 
legen, so kann die Erschütterung der Luft in der Röhre entweder an diesem 
Ende mitgetheilt werden oder von der vorderen Oeffnung der Röhre her, 
indem ein Schallwellenzug gegen die Mündung der Röhre schlägt. Was zu- 
nächst den ersten Fall betrifft, so kann nach Feststellung der Form der ebenen 
Wellen leicht der Fall behandelt werden, wo die Röhre durch irgend eine 
Platte von beliebiger Masse geschlossen ist, welche durch irgend eine elastische 
Kraft (z. B. einer über die Mündung der Röhre ausgespannten Membran) in 
ihrer Lage gehalten und durch eine beliebige periodisch wirkende Kraft in 
Erschütterung versetzt wird. Es läfst sich dann für jede Röhrenform und 
Tonhöhe, für welche der Werth der Constanten & bekannt ist, sowohl die Form 
der ebenen Wellen als der Kugelwellen in den entfernteren Theilen des freien 
Raumes vollständig angeben. Hier genüge es, nur kurz den Fall zu erwäh- 
nen, wo eine Bewegung von bestimmter Geschwindigkeit mitgetheilt wird, der 
also practisch etwa dem Falle entspricht, wo eine Stimmgabel die Schlufsplatte 


der Röhre erschüttert. 
Die Geschwindigkeit der der Schlufsplatte mitgetheilten Bewegung sei 








G cos (2rnt-T,), 
wo wir unter r,, eine willkürliche Constante verstehen, mittelst deren wir den 
Anfang von £ passend bestimmen. Dann mufs sein für 2 —I 
dw n | 
FF Jcos(2nnt-+-r) — Gcos(?rınt--T,), 
also 
. a} /cos’k(l-+.«) 0 
15) vd) —= Ay or 38.> en sin’ kt, 
k?Osinhklcoske 





(15°%.) tangz, = tangr — Zrcosk(lte) 





46 Helmholtz, über Luftschwingungen in offenen Röhren. 


Das Geschwindigkeitspotential in den ferneren Theilen des freien Raumes ist 


mv —_ m he ?ent) 
E ’ 





u ER. 

2 
Es läfst sich also A und M aus & und / bestimmen. A, das Schwingungs- 
maximum in der Röhre, und ebenso M, die Intensität der Kugelwellen im 
freien Raume, wird bei constantem @, also bei constanter Bewegung der 
Schlufsplatte der Röhre, am gröfsten, wenn der Factor von A in (15.) am 
kleinsten ist, d. h. wenn 


cosk(l-+0)—=(, kl-+o)=(a+4)n. 


(12°.) 


Dann ist | 
PER arıı Ds 2 


k’Ocoska 2n 0 coska 6, 


rar ee 


cos ka 








= (—1} in. 

Die stärkste Resonanz der Röhre und der stärkste Schall im freien 
Raume findet also stati, wenn die Bewegung der Luft am Orte einer 
Knotenfläche mitgetheilt wird. Die Stärke der Schallwellen wird dabei 
sehr grofs, aber keinesweges unendlich. Denn damit der im Nenner der 
Werihe von A und M stehende cosk« Null werde, müfste die Fläche der 
Oeflnung gleich Null werden. Dabei zeigt sich zugleich, dafs die Resonanz 
sowohl in der Röhre als auch im freien Raume desto mächtiger wird, je 
enger die Oeffnung der Röhre ist. Wenn wie gewöhnlich k« klein ist, kann 
coska —1 gesetzt werden. Dann ist die Wirkung im freien Raume un- 
abhängig von der Form der Röhre. Die Vibrationen der Schwinyungs- 
mazima in der Röhre und der um yanze Wellenlängen von der Oeffnung 
entfernten Wellen im freien Raume unterscheiden sich dabei von denen 
der milgetheilten Bewegung um eine Viertel- Undulation. 

Das Minimum der Resonanz tritt ein, wenn der Factor von A im 
Werthe von @ in (15.) sein Maximum erreicht, d. h. wenn 


cosk(l+a)=1, k(l+o)=an; 
dann wird mit Weglassung kleiner Gröfsen 


G coska —= A, ran, M— nen 
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Die Wirkung im freien Raume ist also, je nach dem Werthe von «, gleich 
oder kleiner, als wenn gar keine Röhre vorhanden wäre, und die erschülterte 
Schlufsplatte der Röhre einen Theil der übrigens festen yz-Ebene bildete. 
Die grofse Verschiedenheit der Schallstärke in der Luft bei gleicher 
Excursionsweite der schwingenden Endplatte der Röhre, von der die Wellen 
erregt werden, kann überraschen. Sie beruht darauf, dafs, wenn auch die 
Excursion der Schwingungen dieselbe bleibt, doch die Arbeit, die die schwin- 
sende Platte durch die Bewegung der Luft leistet, eine aufserordentlich ver- 
schiedene ist, je nachdem sie gegen verdichtete oder nicht verdichtete Luft 
sich vorwärts bewegen mufs. Bei stärkster Resonanz findet am Ende der 
Röhre auch der stärkste Wechsel von Verdichtung und Verdünnung statt. 





Gehen wir jetzt über zu dem anderen Falle, wo der Schall im freien 
Raume in gröfserer Entfernung von der Oeffnung der Röhre erregt wird, 
letztere aber an der Stelle z—= —/ fest geschlossen ist. Da die in dem 
tönenden Punkte, dessen Coordinaten «, , y seien, erregten Wellen von der 
festen yz-Ebene reflectirt werden, müssen wir uns die Bewegung im freien 
Raume zusammengesetzt denken aus den Wellen, welche der tönende Punkt 
erregt, und denen, welche sein Spiegelbild, dessen Coordinaten —«, P, x 
sind, erregen würde. Setzen wir das Geschwindigkeitspotential & dieser Be- 
wegung auf Seite der positiven x im freien Raume 


16) = ELITE Kr cos(kr,— nt En, 


r, Fu 

wo r, die Entfernung vom Punkte «, £, y und r, die von seinem Spiegel- 
bilde — ca, P, y bedeutet, so ist an der ganzen yz-Ebene 

dD 

Fri 
Ist der tönende Punkt weit von der Oeffnung der Röhre entfernt und diese klein 
gegen die Wellenlänge, so können wir die kleinen Verschiedenheiten des Werthes 
von D in verschiedenen Punkten der Oeffnung vernachlässigen und hier setzen: 


pP = Goos(2nnt-+7,), 





wo 
pe 


r, 


tangz, = —tang(kr, +.c). 
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Innerhalb der Röhre setzen wir dann 
(16°) P= Gcoskzcos(2rnnt-+7r,). 


Dann ist & an der Oeflnung continuirlich und = innen und aufsen eben da 


gleich Null. Innerhalb der Röhre können wir bei dieser Annahme —_ = 0 


seizen,. indem wir die verschwindend kleinen Werthe, welche es am nicht 
cylindrischen Theile der Röhre annimmt, vernachlässigen. Nur am ver- 


., dD. # ’ h ' 
schlossenen Ende ist 7, Im Allgemeinen nicht gleich Null. Hier müssen wir 


seizen: 
( 
4-0 
und das Geschwindigkeitspotential im ganzen Raume gleich $P-—- #, wo % das 
von uns früher bestimmte Bewegungspotential der ebenen Wellen in der Röhre, 
die in den freien Raum übergehen, ist. Dadurch ist allen Bedingungen der 


Aufgabe genügt. Wir haben also für = —I! 
(16°) —kGsinklcos(2nnt-r,) = Jcos(2nnt-+ 7). 


u, 





also 


Ri 





ER kGsinkl = J = at LT sinkt. 


cos’ka« An? 





Das Minimum von A bei gleichen Werthen von @ tritt offenbar ein, wenn 
sinkl=0; dann wird A=0, und die Bewegung im freien Raume so, als 
wäre die Mündung der Röhre gar nicht in der yx-Ebene vorhanden. Das 
Maximum aber trilt ein, wenn cosk({+«)= 0; dann wird 


F EEE WEL... 


k’Ocoska ’ 


und wieder wird beim Maximum der Resonanz der Phasenunterschied von 
einer Viertel-Undulation zwischen den erregenden Wellen und den erregten ein- 
treten. Das Maximum der Resonanz in der an einem Ende geschlossenen 
Röhre tritt also in beiden Fällen, sowohl wenn der Schall vom geschlossenen 
als wenn er vom offenen Ende her der Luft der Röhre mitgetheilt wird, ein, 
wenn die reducirte Länge der Röhre ein ungerades Vielfache der Viertel- 
wellenlänge ist. Aus dem Reciprocitätsgesetz des Schalles, welches in (9°.) 
ausgesprochen ist, läfst sich nun dasselbe Gesetz auch für jede andere Lage 
des tönenden Punktes ableiten. Es pafst auf unseren Fall direct die Form, 
welche wir dem Gesetz in (9°) gegeben haben. Die dortige Constante A, 








2 > de Pr - 2 B 
WED Te 
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welche der Intensität des tönenden Punktes 5 entspricht, indem dort & unend- 
lich wird, wie 











coshr, 
= A cos (®nnt). 
b 
, A A 
wollen wir gleich 1 setzen. Der Werth von 7 ist in (9°) an der er- 
schütterten Stelle da der Wand gleichgesetzt worden: | 
IP, 
— Beos(?rınt). 
dn e 
\ r 5 D Ww, . N 
Am Grunde der Röhre ist T — =, und in dem Falle, wo der Boden 


der Röhre erschüttert wird, von uns in den Gleichungen (15.) und (15“.) 


gesetzt worden: 
dD, 


dx 
wir haben also die Constante B der Gleichung (9°.) mit @ zu verlauschen 
und im Ausdrucke für # statt 2rnt zu schreiben Zn?! — r,. Aufserdem ist 
in dem Falle unserer Anwendung nicht blos ein einziges Flächenelement da 
erschütiert worden, sondern der ganze Boden der Röhre; wir müssen also 


ER ‚9. \s 
— @cos(2nnt-+7T,); 





über diesen integriren, und erhalten so 
41) mn -6 [ B.do, 


wo die Integration über den Boden der Röhre auszudehnen ist. Ist nun der 
tönende Punkt vom Boden der Röhre nur weit genug entfernt, dafs hier ebene 
stehende Wellen entstehen können, also & hier von der Form ist: 

— feosk(l+x)cos(2nnt-+-c), 
so wird aus (17.) 


An P, = —f@Ocos(2ant-+ ec), 
An[ P)cos(2ant— ı,)+ P, sin (Aarnt —r,)] = —f@Pecos (2ınt- ec), 
An(P,cost,— Psint,) = —f@Oocosc, 


ir TER } 
( ) An Pine, + 7 cost,) = f@Qsine, 


Any(#;) FLORA — f@O. 
Nun ist der Werth der Functionen 7’ und 7” für jeden Punkt 5 proportional 


der in den Gleichungen (10.) bis (16.) vorkommenden Constanten A, deren 
Verhältnifs zu @ für eine bestimmte Röhrenlänge gegeben ist in Gleichung (15.). 


Also ist bei wechselnder Röhrenlänge auch f proportional dem Verhältnifs 2 
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Dies Verhältnifs wird, wie aus (15.) hervorgeht, ein Maximum, wenn 
a = (da+1)4. 

Daraus folgt also, dafs auch bei einer beliebigen Lage des "lönenden 
Punktes die ebenen Wellen im Innern der Röhre, wenn dergleichen über- 
haupt entstehen, das Maximum ihrer Intensität erreichen, wenn die Länge 
der Röhre ein ungerades Vielfaches der Viertelwellenlänge ist. 


Die ebenen Wellen im Innern einer an beiden Seiten offenen Röhre 
lassen sich mittelst der aufgestellten Probleme behandeln, wenn die Mündungen 
der Röhre nach der von uns gemachten Annahme in zwei parallelen festen 
Ebenen liegen, die den Luftraum in zwei Theile trennen, und der Schall auf 
der einen Seite von einem weit entfernten tönenden Punkte ausgeht. Auf der 
einen Seite dieser Wand setzt man das Geschwindigkeitspotential gleich der in 
den Gleichungen (10.) bis (12.) gebrauchten Function #, auf der anderen 
Seite gleich der in den Gleichungen (16.) bis (16°) vorkommenden Form 
b-- 7, welche der Resonanz einer Röhre entspricht, in welche der Schall 
von der offenen Mündung eintritt. Man hat dann nur die Coefficienten der 
ebenen Wellen in der Röhre in diesen beiden Ausdrücken des Geschwindig- 
keilspotenlials so zu bestimmen, dafs hier beide Functionen identisch werden. 
Da das weiter keine Schwierigkeiten macht, möge das Gesagte genügen. Die 
Resonanz in der Röhre wird am stärksten, wenn die reducirte Länge der 
Röhre, an welcher man die Correctionen für beide Mündungen anzubringen 
hat, ein Vielfaches der halben Wellenlänge ist. 


$. 8. 

Wir wollen schliefslich noch eine Reihe von Röhrenformen aufsuchen. 
für welche mit den bis jetzt bereiten Hülfsmitteln der Analysis sich die Luft- 
bewegung in der Mündung und die reducirte Länge vollständig wenigstens 
für Schaliwellen von so grofser Wellenlänge bestimmen läfst, dafs gegen diese 
die Dimensionen der Röhrenöflnung ihres Querschnitts und des von der Cy- 
lindergestalt abweichenden Theiles der Mündung verschwinden. Die Wand 
der Röhre sei übrigens eine Rotationsfläche, welche in kleiner Entfernung 
von der kreisförmigen Mündung, deren Radius R sei, übergeht in einen Cy- 
linder von kreisförmigem Querschnitt, dessen Radius wir AR, nennen wollen. 
Wir setzen ferner voraus, dafs auch die Bewegung der Luft überall sym- 
meirisch um die Axe der Röhre vor sich gehe. Wir können nun im All- 
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gemeinen nicht so zu Werke gehen, dafs wir eine bestimmte Röhrenform 
annehmen und dazu die Potentiale der Bewegung suchen. sondern wir müssen 
umgekehrt von der Potentialfunetion ausgehen und die dazu gehörige Röhrenform 
bestimmen, was sich in jedem Falle ausführen läfs. Nur müssen wir eben 
solche Formen der Potentialfunction suchen, welche Röhren geben. die in 
kleiner Entfernung von der Mündung in Cylinder übergehen. 

Dem Bewegungspotentiale der Luft haben wir die Form gegeben: 





Y— P'cos(2rant) + P"sin(2rınt). 
Für die tieferen Theile der Röhre haben wir in (12?.) gefunden: 
u AKO 
k BE as De; N ng 
ar) 9m - coskr. 
dip" 





Im freien Raume ist aber, wenn wir Fr 0 setzen, welches, wie wir 


oben schon gefunden haben, mit % verschwindet, nach (11“.) 











1797 sinkr 
we -5/ ” u do, 
welches innerhalb der Mündung, wo wir Ar, verschwinden lassen dürfen, wird 
NN » ’ jr Al, 
Sowohl (12*.) wie (12‘.) giebt innerhalb der Mündung den gleichen Werth 
von #” und den Werth Null für F- Sie gehen also an der Mündung der 
Röhre continuirlich in einander über. Längs der festen Wände des Luft- 
S= —0, nur an dem nicht eylindrischen Theile der 





raumes geben beide 2 
Röhrenwand wird dieser Differentialquotient nicht genau Null aber verschwin- 
dend klein. Es ist also #7” unter dieser Annahme eine contlinuirliche Function, 
die den Bedingungen der Aufgabe Genüge leistet, und kann unmittelbar be- 
rechnet werden, nachdem %#’ gefunden ist. 

Die Function 7’ hat im freien Raume die Form: 


' — /h a Bu; 
(18.) a 


wo h zu um 
In dx 








\ 


Im Innern der Röhre werden wir ihr eine andere analytische Form %; geben 
müssen, weiche die Eigenschaft haben mufs: 
1) im Innern der Röhre die Bedingung zu erfüllen: 


(18) VPHRP—=O, 
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2) für grofse negative Werthe von = folgende Form anzunehmen: 

dB’) 9, — = sinkc-+Bcoske, 
3) an der Fläche der Oeffinung den Bedingungen zu genügen: 

as) FF m HT 

Dann wird die Form der Röhre gefunden durch die Bedingung, dafs an der Wand 

d dp; is 

(18°) mn = 0, | 

welche Form aber noch der Bedingung genügen mufs, dafs nur für solche | 

Werthe von x, welche gegen die Wellenlänge A verschwindend klein sind. 

die Fläche eine merkliche Neigung gegen die @- Axe haben darf, weil wir 













— — Iıh. 





























vorher auch 


deoshx _ 0 


gesetzt haben längs der ganzen Ausdehnung der Röhrenwand. und weil nur 
unter dieser Bedingung die Form der Röhrenwand von der Wellenlänge un- 
abhängig gefunden wird. Indem wir setzen: 


0C0SW=Y, osinw — 2, 





und berücksichtigen, dafs nach der Voraussetzung 7 nur eine Function von 
o und z, nicht von ® sein soll, wird Gleichung (18“.) 


Add 
18°. -— — + K P; == U, i 
(18°) =B ar 


Wir setzen: { 
9) 2= - sinke+Becoske + ZS[E, er U. .1l- 





wo E,, beliebige Constanten, Un.) ge Function bedeutet: 








i 

4 Q« VA m iM m'o" 2 ’ N 

Ar) Dm=1-— re 2. 5 Bu Henn | 

und unter dem Summenzeichen für »n diejenigen Werthe zu setzen sind, welche i 
dUme) | 


2—0(0 machen, wenn o0—=#R,. Dann ist ? eine Function, welche der 


do Ä 
Differentialgleichung (18°) Genüge leistet und an der Wand einer cylin- | 
drischen Röhre vom Radius AR, auch der Bedingung genügt, dafs 20. 


In dem Exponenten von e mufs der Wurzel immer das positive Vorzeichen 
gegeben werden, wenn die Röhre unendlich lang ist, damit $ für unendliche 
negalive :© endlich bleibt. Ist die Röhre aber irgendwo abgeschlossen, so sind 
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auch negative Vorzeichen der Wurzel zu nehmen, und die Coefficienten der- 
selben so zu bestimmen, dafs die Grenzbedingungen an dem geschlossenen 
Ende erfüllt werden. Da übrigens der kleinste Werth von mÄ,. der die Be- 


dingung - für o=R, erfüllt, 3,83171. der zweite 7,01751 ist, während 
die folgenden sich allmälig der Gröfse (a --4)rı nähern, so nehmen alle diese 
Exponentialfunctionen schnell ab, wenn man sich von dem Ende der Röhre 
entfernt, an welchem sie einen merklichen Werth haben, und so oft die Länge 
der Röhre beträchtlich grofs gegen den Durchmesser ist, werden sie in der 
Mitte oder am anderen Ende derselben zu vernachlässigen sein. Es wird also 
im Allgemeinen genügen, dafs wir uns auf die Glieder beschränken, für welche 
die Wurzel im Exponenten ein posilives Vorzeichen hat. Da übrigens m, 
nach dem Gesagten eine endliche, AR, aber eine verschwindend kleine Zahl 


ist, so können wir in dem Exponenten A” gegen m’ vernachlässigen und setzen 
19) = Asinkz-+ Beooskr+ E{E,e"U,,,) 
J EEE k bu u ka (mo)$* 


Diese Function erfüllt also allerdings die Forderung der Gleichungen (18“.) 
und (18°.), welche wir oben für die Function %#, aufgestellt haben, sie wird 
aber im Allgemeinen nicht der dritten Bedingung (18‘.) entsprechen, dals. 


wenn wir setzen: _— FR 
dD dw’ 


—— 


dx dx ’ 


auch sei: 


a 


i AD’ coskr d 
u u) 
arı dr r ’ 





oder, da innerhalb der Oeflnung Ar unendlich klein ist, kann man diese Be- 
dingung auch darauf reduciren, dafs sein mülste: 


5 un 1 dD dw 


—e 


 BnJ dr r 

Wäre diese letziere Bedingung durch besondere Annahmen über die Gröfse 
der Coefficienten erfüllt, so würde die Gestalt der Röhre einfach ceylindrisch 
sein. Ich habe aber keine Methode finden können, um die Coefficienten dieser 
Bedingung gemäls zu bestimmen und somit die Aufgabe für ganz cylindrische 
Röhren streng zu lösen. Auch lälst sich einsehen, dafs die Convergenz der 
Reihe für & in Gleichung (19.) für diesen Fall eine sehr langsame sein 


ER ID 
würde, da die Geschwindigkeit der Lufttheilchen TE am Rande der Oeffnung, 





die durch eine scharfe rechtwinklige Kante begrenzt sein würde. unendlich 
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( 
srofls wie (&—0o)-3 werden müfste, und daher die Reihe für = für den 


Werth o=R und z=0 überhaupt nicht convergiren kann. 

Wir fügen deshalb zu D noch eine andere Function hinzu, die in 
sröfserer Entfernung von der Oeffnung verschwindet, also auch nur in der 
Nähe der Oeffnung Einflufs auf die Gestalt der Röhre ausübt, aber die Con- 
iinuität an der Oeflnung herstellt. 


Bezeichnen wir der Einfachheit wegen die Potentialfunction einer auf 
der Kreisfläche der Oeffnung mit der Dichtigkeit A verbreiteten Masse mil 


P, also 





(20) P,— fh RE 


5 
dieses Integral über die ganze Fläche der Oeffnung genommen. Wenn die 


Distanz des Punktes, für welchen wir P, bestimmen, von der Oeffnung klein 
ist, so ist coskr =1 und 


(20°) P, _ (2. 





Setzen wir ferner 
(21.) h 4 l, 
I dd 
21.) = — — ih 


An da 


und bestimmen wir / so. dafs in der Fläche der Oeffnung 


(21°.) P, I ac, 
was sich immer ausführen läfst, weil die Vertheilung einer Masse auf einer 
Kreisscheibe, die an der Oberfläche dieser Scheibe eine Potentialfunction von 
gegebener Gröfse giebt, nach bekannten Methoden gefunden werden kann. 


Setzen wir ferner auf Seile der positiven x, wie schon oben geschehen, 
@r.) "RA =P-+P 

in der Röhre, also für negative x 
21) %= d+P;—P, 

so genügen die Functionen #7’ und %; allen für sie gestellten Bedingungen. 


Dais nämlich 7’ im freien Raume und #; im Innern der Röhre der Bedin- 
sung genügen: 


(18%) VYRP 0, 


ist aus der Bildungsweise dieser Functionen klar. Dafs 7; für grofse Werthe 
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von — x übergeht in 


P, wi - sinkr + Becoskr, 


erhellt daraus, dafs P; und P, in einer gegen die Oeflfnung der Röhre grofsen 
Entfernung unendlich klein werden, & aber wirklich in jene Form übergeht. 
Da ferner in der Fläche der Oelfnung 
@r) PA= 149, 
wird 
@i) ’=-#%,=PH+P. 


Da ferner an der Fläche der Oeffnung 














dP; a dD 
AR dm N wu 
dn an . dr 
und auf Seite der positiven x 
ie de 
” Te 7 
auf Seite der negativen aber 
TE dP 
so ist 
ni SE dp; 2 dP; dPı _Onliın 
,) de de da - "Te all zu 


Somit sind die gestellten Bedingungen (18°.), (18°.) und (18°) erfüllt. 
Die Form der Röhrenwand wird endlich durch die Gleichung gegeben: 


u 


dn 

Da wir die Bedingung gemacht haben, dafs, wenn r eine innerhalb des nicht 
eylindrischen Theiles der Röhre liegende Enifernung ist, Ar" gegen 1 zu ver- 
nachlässigen sei, können wir entsprechend der zur Gleichung (7.) gemachten 
Bemerkung in dieser Gleichung der Röhrenwand k=0 setzen, werden dann 
aber natürlich auch die Aufgabe nur für solche Werthe von A als gelöst be- 
trachten dürfen, für welche diese Bedingung erfüllt is. Dann ist also für 
diesen Zweck in der Nähe der Röhrenmündung zu setzen statt (19°.): 


22.) &=Ar{B-+E{E,e® U,,)}. 





ld 
20) P=-/@, P=/, 
1 dd — . 
(21°,), (21°.) Q = oo An dr’ P, — 4 $, 


(21) Y—=&+P;—P.. 











- 
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In der That sind dann auch alle diese Funclionen von einer solchen Form, 
dafs sich ihr Werth in der Nähe der Mündung nicht ändert dadurch, dafs man 
k=0 setzt. Die Bedingung (18%) ergiebt, dafs die Röhrenwand eine zu allen 
Flächen, deren Gleichung 7; —=Const. ist, orthogonale Rotationsfläche sein mufs, 
oder wenn wir die Gleichung der Röhrenwand (und überhaupt der Strömungs- 
curven) ausdrücken durch 

oz = Const., 


so mufs sein: 
dp; d(ey) \ dB; d(ey) 


(?°.) dv de "de « 


==V. 





Zu bemerken ist noch, dafs man, um die Form der Function & 
lestzustellen, die Gröfse des Radius des cylindrischen Theiles der Röhre R, 
bestimmen mufs, weil von dessen Gröfse die in der Summe vorkommenden 
Werthe von m abhängen. Um P; und P, zu finden, mufs wiederum die 
Gröfse des Radius der Oeffnuug #% festgestellt sein, und schliefslich, wenn 


Up; 
man die Röhrenform aus der Gleichung ——=0 bestimmt, wird die Stromes- 


eurve, Welche von dem Rande der Oeffnung ausgeht, nicht nothwendig in 
einen Cylinder vom Radius A, übergehen. Um dies nun zu bewirken, mufs 
man eine der Constanten von & durch die oben gefundene Gleichung 


12’) 40 = —QaıM 
bestimmen, worin in unserem Falle Q@ der Querschnitt der Röhre 
0—=nRi. 
M=-— 5 er dur — f(i+ ID) dw. 
Daraus folgt: 
22) AR— —2 fä+ndu. 


Wenn AR und Ä, gegeben sind, giebt diese Gleichung eine Bedingung, welche 
durch die Coefficienten des Ausdrucks für 2 in (22.) erfüllt werden mufs, 
so dafs einer von ihnen durch die anderen bestimmt werden kann. 


$. 9. 


Wir wollen endlich noch die Röhrenformen berechnen, welche den 
einfachsten Annahmen über die Function & entsprechen. Setzen wir 


233.) 9 = A sin kx--Becoskr, 
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so wird nach (21‘.) 
23) ii -., Sido — — } AR’ 


und in der Ebene der Mündung nach (21°.) 
@#) P= 4B, 
woraus nach bekannten Sätzen über Electricitätsvertheilung auf einer leiten- 


den Kreisscheibe folgt, dafs 


23) I=——, fii=-. 
2n?yR’—o? i 7 








Somit folgt aus Gleichung (22°.) 
(23) AR) — }AR— BR. 


Den Unterschied « der wahren und reducirten Röhrenlänge haben wir oben 


(12“.) definirt durch die Gleichung: 
(1)  — = — tang ke. 





Da ka eine sehr kleine Gröfse ist, so oft das Verhältnifs A,:#2 endlich ist. 


können wir in diesem Falle annähernd setzen: 
Our Bb aK Ri 
(23°.) o—=-7=;57-7T8% 


wodurch für die hier in Betracht kommenden Röhrenformen der Unterschied 


zwischen wahrer und reducirter Länge gegeben ist, wenn die Radien des 


Cylinders und seiner Mündung bestimmt sind. Die reducirte Länge der Pfeife 


ist gleich der wahren, also «—= B=0, wenn R=—= R,y2. 
Wenn die Mündung ebenso weit ist wie der Cylinder, also kA=K,. 


wird a=—ZR und B= — RA. Wenn AR sehr klein gegen #, ist. wird 


annähernd 
b ne? 0 
’ Due ' u | & 


wie es schon oben für diesen Fall in (12°) gefunden ist. Unter diesen Um- 


ständen kann natürlich nicht die abgekürzte Form (23°.) für die Gleichung (17.) 


angewendet werden. 
Die Bedeutung der Function % der Gleichung (22°.), welche zur Be- 


stimmung der Strömungscurven dient, setzen wir durch folgende Gleichung fest: 





dp; 
(24) 0x — / 759 do, 


Jourual für Mathematik Bd. LVII. Heft]. 
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worin unter dem Integralzeichen z einen constanten Werth behält. Daraus 
folgt zunächst: 





a d a 
(24 .) do (0X) = . dr ’ 


d dp; 
7,9) = IS m ode. 


Da wir nun für unseren jetzt vorliegenden Zweck uns erlauben durften in 
den Functionen 2, P; und P, (s. (22.) und (20°.)), aus denen 7; zusammen- 
gesetzt ist, k—=( zu setzen, so reducirt sich die Gleichung (18°) in der 
Nähe der Mündung auf 





a FR 1 Ta BR 1 
de do* oe de ’ 
und wir erhalten also 
d? ei } 
— (0%) = T (og | nd d; 
(24°.) (0x) des EN... 
. dx J do ’ 


aus (24°) und (24°.) folgt, dafs die Function x der Bedingung genügt: 


nur dp; 1 402) ) dP; 
do dx dx 


und dafs in einer durch die we gelegten Ebene die Curven 


(22°.) 








sem 


02 = Const. 
orthogonal sind zu den Curven 
P. — Üonst., 
erstere also Stromescurven sind. 
Wenn wir in die Gleichung (24.) für #; setzen: 
@1) %—= #-+P;,—P, 
so können wir auch % ähnlich zerfällen 
25.) ent 


4 dD ode, 
0 


°dP; 
(25°.) PA —/ 7, ode; 
u 


*dP 
=) le 
0 


\ 


0% 


Da sich & hier reducirt auf 


— Ar-+B, 
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so ist 
(39°) Yo _— ı do. 


Um die Berechnung von %, abzukürzen, bemerke ich Folgendes. Es sei W 
eine Potentialfunction, die auf Seite der negativen x der Differentialgleichung 














genügl: 
E:-; E®W | E} dW Bo 
dt | de oh  ° 
und ferner sei 
PR dW 
(25 .) P. _— dr . 
so ist 
ed’W ed dW dW 
nd P BER en an a a . i 
(25°.) OA — / dt? ® - J 10 ( do an I do 


0 


Nun ist P; die Potentialfunction einer Masse, die mit der constanten Dichtigkeit 


Ar 
(25°.) erfüllen wir, wenn wir WW zur Potentialfunclion eines soliden Cylinders 


machen. dessen Basis die kreisförmige Röhrenmündung ist, und der von 20 


auf einer Kreisscheibe vom Radius /& ausgebreitet ist. Die Gleichung 


‚ ; a j 1 
bis == +» reicht und mit Masse von der constanten Dichtigkeit -. ge- 
füllt ist. Man braucht sich nur den Cylinder um ein unendlich kleines Stück 
in der Richtung der positiven = verschoben zu denken und die neue Dichtigkeit 


so wie die neue Potentialfunction von der früheren abzuziehen, so erhält man 


das angegebene Resultat. Die Gleichung (25°) kann man aber schreiben. 


weil Yy=oc0sw: 











Er u) di dW 
(25°) 2,080 — — % cosw — — ve 
Es ist aber — I die Potentialfuncetion der Oberfläche des Cylinders, die 
mit Masse von der Dichtigkeit — 7, 605 @ bedeckt ist, wie sich wieder leicht 


ergiebt, wenn man den Cylinder in Richtung der negativen y unendlich wenig 


verschoben denkt. Also läfst sich x, unmittelbar finden: 


(26) . 47 daf"- R cos w dw ER 
“ An Y(r — a)’ +(e— Kcosw)’+ R”sin’w 


0 








Der Werth mit Hülfe elliptischer Integrale ausgedrückt ist folgender: 
AR\ x,cosd K-E: 
n PFrrmerca ”- 


z,sind Un (K-E)F! . KE;]| —c6, 


41-2: sind 
= Erz 








(26°.) X, _— 
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worin gesetzt ist: 





























R 4Ro . a R—o 
—— x —1—x ing’ + .— 
da > © ERrfe 
r ‚in 

K — / “. i — /" yl1— z#sin’odo, 
u yi—x’sin’w ; 
».I u 
gi — / | un i E; u yl— zsin’wdo, 
1  VM!1—x»sin’o “ 
/ 2 
e= men .„ wenn o>R, 
do ° 
= , wenn Ro, 
oder in beiden Fällen: 
__ AR 1—a,sind 
° = 7 Trasse 


Uebrigens ist für sind, für cos%, wie für z, immer der positive Werth zu 
nehmen, der sich aus den obigen Formeln ergiebt. 
Endlich ergiebt sich x,, leicht aus den bekannten Sätzen über Potential- 
functionen, die durch elliptische Coordinaten ausgedrückt sind. Setzen wir 
z — Bus, 
0 Ryil— wyil-+s, 
so ist die Potentialfunction P, einer Scheibe, auf welcher selbst die Potential- 
function constant gleich 4 ist, 





\ 


177 1 
P, = — arclang —- 
Ss 


d 


Die Linien «€ sind confocale Hyperbeln und orthogonal gegen die Linien 
s—(, welche confocale Ellipsen sind. Da die letzteren in unserem Falle 
Curven gleichen Potentials sind, sind die Linien «— C Strömungscurven, und 
wir brauchen die Gröfse oz, nur für den Scheitelpunkt derselben in der Scheibe 
zu bestimmen, so mufs sie denselben Werth in der ganzen Länge haben. 
An der Scheibe selbst wird s—=0, für sehr kleine Werthe von s und 
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(27) oe, > a7 odo —= — Fa — u). 


0 
Um « in den bei den elliptischen Integralen gebrauchten Hülfsgröfsen auszu- 
drücken, dient, wenn 9 für o>R negativ genommen wird, die Gleichung 
. 2, 1+sind) 
\TFz)(i-f%snd) 
Somit haben wir denn in den Gleichungen (25°.), (26.) und (27.) die Werthe 
von %,, %, und %,, und die Gleichung der Strömungscurven wird: 


o(Xx+xX,+x%,) > Const. 
Soll die Strömungscurve der Röhrenwand entsprechen, so mufs sie durch den 
Rand der Oeffnung gehen, und die Constante ist: 


’R ' 
Const, = / wi odo = 4AR}; 
dx a 











folglich wird die Gleichung der Röhrenwand 
(27°.) (ut, —Zu) un AR). 


Um die Röhrenform zu erhalten, für welche die Differenz zwischen der wahren 
und reducirten Länge verschwindet, müssen wir B=0, R=R,y2 setzen, 
dann verschwindet auch %,,, und die Gleichung der Röhrenwand redueirt sich auf 
ex, = 34 — e*). 

Es giebt dies eine Röhre mit trompetenförmigem, schwach erweitertem Ende. 
Die Krümmung der Wand ist überall nach innen convex, und ihr Krümmungs- 
halbmesser, der vom cylindrischen Theile an gegen die Mündung allmälig ab- 
nimmt, wird am Rande der Oeffnung zuletzt unendlich klein. 

Macht man den Radius der Oeffnung gleich dem der Röhre, so näher! 
sich die Form der Röhre am meisten einem reinen Cylinder. Es wird dann 
die Differenz zwischen der reducirten und wahren Länge der Röhre, wie 
schon oben bemerkt, gleich 4+rR. Da in diesem Falle die Gröfse 

x sin’+ — mg 

(i+o) 
immer sehr klein bleibt, und also auch sin für alle nicht zu kleinen Werthe 
von x, sehr klein bleibt, kann man zur Berechnung der Röhrenform von z=0 
bis <= sin89’ die höheren Potenzen als die erste von z,sin$ und als die 
zweite von sin’ vernachlässigen. Die so vereinfachte Gleichung für die 
Röhrenwand, aus der man sin‘ für eine Reihe von Werthen von z, leicht 
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mit Hülfe der Tafeln von Legendre berechnen kann, ist: 











6 | 
2,142) 


4E 1 
r 4y2x,(1+#,) 


S 42, > \\ / 22, } cc \ 
0 — a (B—E; = IT +,5ind | 

















Er 2x, 
— 54) (K—E)— 


U nx? 


Aus den zusammengehörigen Werthen von z, und 9 lassen sich endlich x 
und o berechnen, deren Werthe in diesem Falle sind: 




















o—hk _ _2x,sind 
R  A4+z,sind 
a _L_ RC 
Zus »(1—z,sin’#) 
In der folgenden Tabelle bedeutet demnach wei. den Abstand zwischen der 
Wand unserer Pfeifenform und der des Cylinders, ausgedrückt in Theilen des 
Radius. und ebenso = den Abstand der betreffenden Stelle von der Oeffnung, 
ausgedrückt in Theilen des Radius. 
a . o—KR X 
ang. sinz, | J ur R 
0" 90° 0 0 
1° 26 2 0,0153 | 0,03161 
2 15° 42 0,0157 | 0.06787 
3 10° 59' 0,0197 | 0,10392 
4 s’ 14 0,0195 | 0,13979 
5 6’ 26’ 0,0193 | 0,17556 
6 sg 0,0186 | 0.21132 
©, #38 0,0177 | 0.24708 
Sg 3 30’ 0,0168 | 0,28291 
y | .20 56’ 0.0159 | 0.31888 
10° |..20 29° 0,0149 | 0,35496 
15" 1° 11’ 40” | 0,0107 | 0,53867 
20° 0’ 37 50" | 0.0075 | 0,73058 
25° 0° 21° 0” | 0,0051 | 0,93502 
30" 0° 12’ 0” | 0,0035 | 1.15668 











In eröfserer Entfernung von der Scheibe findet man 
ec—R _ , an. 
R 7 ?32\2R-tr 
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Am schnellsten ändert die Curve ihre Natur dicht an der Oeflnung. Zwischen 
z,—0 und z,—=sin1" kann man folgende annähernd richtige Gleichung brauchen: 


st 





EN 4 3 


i , . 1 
Wenn x, sehr klein wird, verschwindet logz, gegen ee und tang ‘9 muls 
Vx, 
sehr grofs, 9 nahe gleich 4} werden, dann ist 
1 


Sy, 





0 = tangy — 


’ 


oder ME 
o—KR = y2R 
yo — Rt. 
oder, da .r auch sehr klein gegen o—# werden muls, 
(RR) = „5 Re". 
Aus dieser letzten Gleichung folgt, dafs die Wandfläche die verlängerte Ebene 
der Oeffnung an deren Rande tangirt und hier einen unendlich kleinen Krüm- 


mungshalbmesser hat. 








$. 10. 

Das verallgemeinerte Theorem von Green liefert uns auch einige all- 
gemeine Gesetze der Schallbewegung für solche Hohlkörper, deren sämmt- 
liche Dimensionen verschwindend klein gegen die Wellenlänge sind, und die 
mit einer oder mehreren Oeffnungen versehen sind, deren Flächeninhalt sehr 
klein gegen die ganze Oberfläche des Hohlraumes ist. Da solche Hohlkörper 
mit kleinen Oeffnungen beim Anblasen oder durch Resonanz sehr tiefe Töne 
geben, so ist die erstere Bedingung für diese ihre tiefsten Töne immer erfüllt. 

Wenn % das Geschwindigkeitspotential im Innern des überall begrenz- 
ten Raumes 8 darstellt, der keine tönenden Punkte enthalten soll, und der 
Punkt «, 5, y, von welchem ab die Entfernung r gerechnet wird, innerhalb 
des Raumes S liegt, so ist nach (7°.) 


'sinkr dW „ d /sinkr 
/ m e“ do — /rZ m )do. 


Wenn nun alle Dimensionen des Raumes S gegen die Wellenlänge ver- 
schwindend klein sind, so können wir kr gegen 1 vernachlässigen, so oft r, 
wie hier der Fall ist, die Entfernung zweier Punkte, die innerhalb S gelegen 


sind, bezeichnet. Wir setzen also 
sinkr k’r? 


—— 
— je 


r 2.3 
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Dies in die obige Gleichung eingeführt giebt: 


"dp BEN; dA , (in. dr 
(29.) Sm tw - 3/7 . -z/#Z 


Nehmen wir jetzt an der Raum S sei von einer festen Wand umgeben, in 
der nur eine oder einige Oellnungen seien. an der festen Begrenzung sei 





N 


dp Ip ; 
überall —— —=(), in den sämmtlichen Oeffnungen aber habe rn endliche posi- 


iive Werthe. Das Verhältnifs der Fläche sämmtlicher Oeffnungen zur ganzen 
Oberfläche des Raumes 8 sei »7':1, und 7 eine verschwindend kleine Gröfse, 


so ist das Integ gral / do von derselben Ordnung kleiner Gröfsen wie 7‘. 


dp 
dn 
zu vernachlässigen. Lassen wir nun % immer mehr sich der Null nähern, so 





k° 5) / 909 
das erste Integral rechts 35/ r’dw aber von der Ordnung A’r'r, also 


muls dabei offenbar das Integral / Pr Z du und also auch die Function # 


selbst immer gröfser und gröfser werden. Bezeichnen wir A’ mit 4, so 
würde Z7 eine Funclion sein, die bei abnehmendem X von constanter Gröfsen- 
ordnung bleibt, und in eine Function übergeht, welche der Differentialgleichung 


Vz=0 in ganzer Ausdehnung des Raumes S genügt, und für welche an der 
dk 
dn 
Sätzen über electrische Potentialfunctionen, dafs + im ganzen Raume S con- 
stani sein müsse. 


sanzen Oberfläche des Raumes 8 





—=0(. Daraus folgt nach den bekannten 


Dem entsprechend wollen wir nun zeigen, dafs, wenn die Dimensionen 
des Raumes 8 überall endlich sind, d. h. wenn man den Raum S’ nicht durch 
eine unendlich kleine Schnitifläche in zwei Theile von endlicher Gröfse zer- 
legen kann, dafs dann % höchstens in unendlich kleinen Theilen des Raumes 8 
von der Ordnung 7° sich um endliche Theile seiner Gröfse von einer Con- 
stanten Ü unterscheiden könne. Wenn 7 und seine ersten Differentialquo- 
tienten nämlich. wie es hier sein soll, innerhalb S überall continuirlich und 
eindeulig sind, so ist, wie bekannt: 


NE: + (7 -() Jar 4ya g— /# do vv Ydıxdy da, 


wo die dreifachen Integrale über den ganzen Raum S auszudehnen sind. 
Berücksichtigt man. dafs 4 ?+V%=0, und denkt man sich weiter beide 
Seiten der Gleichung mit einer constanten Gröfse & multiplieirt, die so ge- 
wählt sein soll. dafs & % eine endliche Gröfse ist, wozu nach Gleichung (28.) 
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k’r 
e' von gleicher Ordnung mit - sein mufs, so erhält man: 


(28°.) Ef// (- 1 (7) -( = jax dy.dz 
— — ey = du -—- k' E/f/ PR dxdy dz. 


Da nun die Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwindend 

klein von der Ordnung „ sind. so ist es auch das dreifache Integral links. 

Da hier aber unter dem Integralzeichen eine überall positive Grölse steht, so 

i dA dp dp . 

können die Werthe von an Se und ez— im Allgemeinen selbst nur 
r dy % 

von derselben Ordnung kleiner Grölsen wie 7 sein. oder wenigstens nur in 


Theilen des Raumes 8, welche selbst von der Ordnung »? sind, endlich werden 








Nun denke man die Flächen construirt. welche der Gleichune 
Pr — Gonst. 


entsprechen. und für den Theil des Raumes S, welcher zwischen zwei be- 


liebigen solchen Flächen liegt, bilde man das Integral 


(28°.) SV) + ) + fi 4 aahyde = 5. 


Nach dem Vorausgesagten kann dies Integral nur von derselben Ordnung 





kleiner Gröfsen wie »; sein. Man kann nun die Integration so ausführen, dafs 
man zuerst diejenigen Theile des Integrals zusammennimmt, welche zwischen 
zwei unendlich nahen Potentialflächen liegen. Es sei do ein Flächenelement 
einer solchen Fläche, in der das Potential den Werth % hat, dr die Ent- 
fernung zwischen dw» und der nächsten Fläche, an der der Werth des Po- 
tentials ?+dY ist, dann ist dodn ein Element des Volumens und 


v4 E, + ) do dn — dYdu, 


dx dy 





also 


Fe 7 
z— ef dP/do, 


« 


WW, 
wenn 7, und 7, die Werthe von % an den äufsersten Potentialflächen sind, 


zwischen denen man integrirt. Für jeden Werth von 7 ist nun do gleich 
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innerhalb des Raumes 8 liegt. Also wird 


z=e/ 04%, 
Wa 

worin @ als Function des Werthes von % anzusehen ist. Wenn nun @ überall 
endlich ist, darf die Differenz ee, — e7,. innerhalb deren die Variable sich 
ändert, nur von der Ordnung 7 sein, da der Werth von Z von der Ordnung 7; 
ist. Oder es mufs, wenn e#,—e%#, endlich ist, innerhalb dieses Intervalles Q 
von der Ordnung 7) sein. Da nun nach unserer Voraussetzung der Raum S 
nicht eine solche Gestalt haben darf, dafs man ihn durch eine unendlich kleine 
Schnittlläche in zwei Theile von endlichem Volumen theilen kann, wie das 
z. B. der Fall sein würde, wenn er aus zwei durch ein röhrenförmiges Stück 
verbundenen Hohlräumen bestände, so folgt aus dem Gesagten, dafs nur in un- 
endlich kleinen Theilen desselben. und namentlich auch nur in unendlich klei- 
nen Theilen seiner Oberfläche, der Werth von & um eine endliche Gröfse 
von einem constanten Werthe © abweichen könne. 


Nach diesen Bemerkungen redueirt sich die Gleichung (28.) auf, 





4 un > , z R arıc 
23) Sao — fr do—=ROS. 


Wenn wir nämlich die vom Punkte «, 9, y auf die Tangentialebene von dw 


. a . n dr ndw 
oefällte Normale a nennen, ist — = -- —, und — 4 r— du = —— 
“ dn Fi dn 3 


dem Volumen eines Kegels,. dessen Grundfläche do und dessen Spitze «, f, y 
ist. Deshalb ist: 


gleich 


“ dr ® 
Are u oe 
3 / der dı S, 


Setzen wir jeizt voraus, der Raum S’ habe eine Oeffnung, die in einem nahe- 


hin ebenen Theile der Wand gelegen sei, dessen Ebene wir äufserlich un- 
endlich verlängert und den freien Raum nach einer Seite begrenzend voraus- 
setzen, wählen wir wie früher diese Ebene als Ebene der yz und verlegen den 
Anfangspunkt der Coordinaten in die Oeffnung selbst. Nehmen wir ferner an, 
dafs die Vibrationen des Hohlraumes erregt werden durch einen Schallwellen- 
zug, der gegen die Oeffnung schlägt. Wir müssen nun an der Oeffnung den 
Werth von 7 so bestimmen, dafs er aufsen und innen continuirlich wird und 


dem Flächeninhalt @ desjenigen Theiles der betreffenden Potentialfläche. der 
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im Innern in einer gegen die Dimensionen der Oeffnung grofsen Entfernung 
in den constanten Werth Ccos (2rnt) übergeht. 

Es sei 4 eine Gröfse, welche in verschiedenen Punkten der Oeffnung 
der Röhre verschiedene Werthe hat Wir setzen, indem wir die Integration 
über die Fläche der Oeffnung ausdehnen, für den freien Raum 





‚ cos(kr—?Rrnt) a I ES R 
(29.) , fh - do --Hoeosk.x cos (2nnt)- Jcoskrsin(2ınt). 


’ 


Dieses Geschwindigkeitspotential stellt einen Zug ebener Wellen dar, die an 
der yz-Ebene reflectirt sich in stehende verwandeln, und ein System forl- 
schreitender Wellen, welche von der Oeffnung ausgehen. Statt der unendlich 
ausgedehnten ebenen Wellen läfst sich übrigens ebenso gut die etwas allge- 
meinere Voraussetzung der Gleichung (16.) hier anwenden, dafs nämlich die 
Wellen von einem weit von der Oeflnung entfernten tönenden Punkte aus- 
gehen, dann bekommen sie, wie dort gezeigt, dicht vor der Oeffnung die in 
(29.) angenommene Form. 


5 
An der yz-Ebene ist aufserhalb der Oeffnung = —(, in der Oeffnung 





dp 


— —2nhcos(2rınt) 
dı 


(29°.) 
und annähernd 
29) F=|[/ 2 do + H] cos (Zune) + [% [hau - I] sin (2unt . 
Innerhalb des Raumes S' setzen wir dagegen 


(29°) r = [c —f- ne un dv | cos (2rınt). 


r 





Dann ist in der Oeffnung 
dy 
dx 


| 


(29°) — 2nhcos(2ınt). 


lc (Se cos(2rınt). 


Die Werthe von = aus (29°) und (29°) sind identisch. Damit auch die 


(29°.) y 


| 


von 7 aus (29°.) und (29°.) identisch seien, mufs sein: 


2V) It kfhdu = 0, 
a "hdw 
28) C-H— 2/7 


g * 
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Es mufs also die Gröfse 4 für die einzelnen Punkte der Oeffnung so bestimmi 
werden, dafs ihre Potentialfunetion innerhalb der Oeffnung constant wird. Die 


dA ’ ' nn 
Bedingung endlich, dafs 7, 0 ist längs der Oberfläche von S mit Ausnahme 


der Mündung, wird durch die Gleichung (29°.) erfüllt, wenn die Wand, in der 
die Oellnung sich befindet, so weit merklich eben ist, als das Potential von 
nicht gegen Ü verschwindet. 


ündlich wird für diesen Fall die Gleichung (28‘.) 
(29) 2nfhdv = BROS. 
Aus (29.) und (29'.) folgt 


2) Je — k’CS 


arıı 





Nennen wir nun M die Masse, welche nöthig ist, um, auf der Fläche der 
Oeflnung passend vertheilt, in dieser die Potentialfunction constant gleich 1 
zu machen, so ist 


(2%) /hdo = KUC—-MM, 
da die Dichtigkeit 4 nach (29.) den Potentialwerth 4(C— H) hervorbringt. 
Wir haben also nach (29) 


(29) J+ıkC—-H)M =. 


Das Maximum des Potentials der stehenden Wellen im freien Raume ist YES}, 
das Maximum in dem Hohlkörper 8 ist ©. Aus (29%.) und (29) folgt 


IP+J° nu (4 WS, /kK’SN? 
te Fi 





Br zZ 

Dieses Verhältnils erreicht seinen Minimalwerth, die Resonanz wird also am 
stärksten, wenn das erste der beiden Quadrate, gegen welches im Allgemeinen 
das zweite verschwindend klein ist, gleich .Null wird. Die Bedingung für das 
Maximum der Resonanz ist also: 


(30.) ıM = KS, 


oder wenn wir statt 4 seinen Werth setzen durch die Schwingungszahl » und 
die Schallgeschwindigkeit « ausgedrückt 
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so ist: 
: a’M 
(30°.) ee 





Ist die Oeffnung kreisförmig, so ist (s. (23°.) und (23°.)) 


5 


st 





oder, wenn wir die Fläche der Oeffnung mit s bezeichnen. 





7 2 / s 
5 = BR’, M = 735% 
gt ST 
dUySs 
sn == dd 
v2yn’yS 


Wenn wir für die Schallgeschwindigkeit den Werth 332260”" (entsprechend 
0" und trockner Luft) nehmen, so wird 


4 
* 


Vs 
yS’ 


während Sondhau/s aus seinen Versuchen für n die empirische Formel für 


kreisförmige und quadratische Oeffnungen herleitet: 





n — 56174 


4 

Vs 

vs’ 

worin nur der von Sondhau/s gegebene Zahlencoefficient halbirt ist, weil 
Sondhaufs nach der Art der französischen Physiker die Schwingungszahlen der 
Töne doppelt so hoch nimmt, als es nach unserer Bezeichnungsweise geschieht. 


n = 52400 


Noch besser stimmt die Berechnung für einige Versuche von Werther, 
bei denen das Verhältnifs der Oeffnung zum Volumen des Hohlkörpers noch 
kleiner ist, als bei den Versuchen von Sondhau/s. Ich habe aus den Ver- 
suchen, welche er mit drei verschiedenen Glaskugeln angestellt hat *). deren 
Volumen durch Eingiefsen von Wasser verkleinert wurde, diejenigen nach 
der theoretischen Formel berechnet, bei welchen der Durchmesser der Oeflnung 
weniger als „!}; des Durchmessers einer Kugel war, deren Volumen dem des 
Hohlraumes gleich ist, und setze die Zahlen hierher, um zu zeigen. wie gul 
die theoretische Formel mit den Versuchen übereinstimmt. 





*) Annales de Chimie et de Physique Ser. 3, Tome XXXI, p. 428. 



























Helmholtz, über Luftschwingungen in offenen Röhren. 





| 
Volumen | 3 
Durchmesser | { 
des Hohl- 2 | ; 
der ‚ ‚n N 
raumes in 

































































Oeflnung. [Cub. Centm.| beobachtet | berechnet | 
Erste Kugel. f 200 6528 | 184.2 | 193,1 0.020 N 
Volumen 65287. | 5712 206.4 206.4 0.000 | 
Temperatur 24". 4896 | 218,8 | 222,9 0,008 
a — 346950. | ı 4080 | 232,9 ı 244,2 | 0,021 F 
e 10" | 2030 234,9 | 242,3 | 0,013 
| 1827 | 262,6 | 255,5 | — 0,012 
| 1624 255,1 | 270,9 | — 0.022 
Zweite Kugel. 1421 | 300,5 | 290.3 | — 0,015 
Volumen 2030". | 1218 | 320,0 | 312,9 | — 0,010 
Temperatur 18°. | 1015 345.0 342,7 | — 0,003 
a — 343030. 812 372.6 333,2 --0,008 
609 | 416,3 | 442,5 | 0,0% 
15”" | 2030 256,0 29.8 0,016 
\ ı 1827 | 298,7 | 322,8 0,020 
ge «15 328.2 317,4 — 0.015 
615 340,4 342,2 -- 0,002 
a 515 373,7 374,0 0,000 
BR! Tier 415 416,3 416,6 0.000 
Temperatur 20”. BER arena BEER | “RnB 
a — 344210, 215 981,8 978,8 | — 0,002 
115 766,5 | 791,4 | 0,014 
19 715 384,4 | 409,7 | 0,028 
k 615 | 411,6 | 441,8 | 0,031 | 
Zur Erleichterung der Vergleichung sind in der letzten Rubrik unter A 
die Logarithmen des berechneten z dividirt durch das beobachtete » hinzu- | 
gefügi. Der Logarithmus des halben Tones +$ beträgt 0,028. Die Werthe 
von A zeigen, dafs nur bei den verhältnilsmälsig zur Oeffnung kleineren Wer- | 
ihen des Volumens die Differenz zwischen Rechnung und Beobachtung sich | 
einem halben Tone nähert. | 
Für Ellipsen von der Excentricität e und der grolsen Axe R ist die 
Masse M, welche, auf der Fläche passend vertheilt, in dieser das constante 
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Potential 1 giebt *). 

R 

K.’ 

worin Ä, das ganze elliptische Integral erster Gatlung für den Modul & be- 
zeichnet. Es wird also nach (30°) für Hohlräume mit einer elliptischen 


Veffnung 


M = 








Mr ERROR... 
 4nKS’ 
oder wenn man den Flächeninhalt s der elliptischen Oellnung einführt und setzt: 
& =. yi—e., 
s — ne, 
so wird 
4 
zı ays 





A / » . . 
\- - — 
ehye, vn’y2S 
Der Werth von »° ist also von dem für eine kreisförmige Oeflnung gültigen 


durch den Factor verschieden, und da dieser Factor grölser ist als 1. 


zt 
%Kye, 
so wird der Ton einer elliptischen Oeffnung von gleicher Fläche etwas höher 
als der einer kreisförmigen. 





Hat der Hohlraum noch eine zweite Oeffnung, die ebenfalls in einem 
nahehin ebenen Theile der Wand liegt, so setze man für den äufseren vor 


ihr liegenden Raum 
w_ fh cos (kr — ?rınt-+r) dee, 
e r 


in dem ihr benachbarten Theile des inneren Raumes 


) [c. fs do]| cos (Ar nt— 2) +kfh,do.sin (Annt — Tr). 





| ID _ ie 
Es sind wie vorher an der Oeflnung die Werthe von Tr übereinstimmend. 


die Werthe von # werden: 


us h, do vn » 
Yv — A L ‚005 (2unt—r) + k/ hıdwsin (Zrnt—r). 


r 








y— [c. DER be | eos (2rnt—r) 4 kfh, do sin (2ant—ı). 


Es mufs also sein: 
h, dw 


dr 
*) S. Olaustus in Poggenrdorffs Annalen LXXXVI S. 161. 


GB =a3 
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und setzen wir wie bei der ersten Oeffnung in (29'.) 


L 
[hıdo =3 ‚N,. 
so wird in den von der Oeflnung entfernteren Stellen des inneren Raumes 
P — Ü,cos(?ant —r)+1KkC, M, sin(2rnt — r). 
Dies muls aber gleich werden dem früher festgesetzten Werthe von # im 
Innern der Kugel: 
P —= (Ücos(?2ant). 
Daraus loleti. dafs 
C,]eosr— 4kM, sine] = €, 
sinr—-4kM,costr — 0. 
Aus der zweiten Gleichung folgt, dafs 7 sehr klein ist, und demgemäls aus 
der ersten. dafs mit Vernachlässigung kleiner Gröfsen 
Y Y 
nn U: €. 
Nun wird aus Gleichung (25‘.) 


al; | 
/ dp do = Zu fh du -- 27 /h, do = BROS 











dr 
odeı 
(31.) aM(C—-H)-nMC = KUÜS, 
dazu 
k’ÜS 
J— — ee: 
u H+J° | °<4o0€(aM+M)—-KS) | WS 
u A a°M° Bur7Z 
Ma > © ” ’ h | 
Damil 77 ein Minimum werde. und die stärkste Resonanz ein- 


irele. selzen wir 
31°.) ıM-+M) = Ks, 
durch welche Gleichung die Tonhöhe der stärksten Resonanz bestimmt ist, 
wie es in (30.) für eine Oeflnung geschehen war. Diese Gleichung stimmt, 
wenn die Oellnungen geometrisch ähnlich sind, mit dem von Sondhau/s aus 
den Versuchen abgeleiteten Gesetze. Sind beide Oeflnungen congruent, so 
verhält sich die Schwingungszahl des Körpers zu der desselben Körpers mit 
einer Oelfnung,. wie y2:1. Der Ton ist also im ersten Falle um eine ver- 
minderte Quinle höher als im zweiten Falle. was genau mit einigen Ver- 
suchen von Sondhaufs *) übereinstimmt. 
Heidelberg. im März 1859. 


— 


=) Poygendorfjs Annalen LXXXI S. 366. 











La wine B vr. 








a An 

















Zur Theorie der Trägheitsmomente und der 
Drehung um einen Punkt. 


(Von Herrn A. ÜOlebseh zu Carlsruhe.) 





D:. Theorie der Trägheitsmomente läfst sich in eine Beziehung zu 
der Theorie der confocalen Oberflächen setzen, welche einige bemerkens- 
werthe Folgerungen mit sich führt. Bezeichnen wir durch M die Masse des 
Körpers, durch Ma’, Mb’, Me’ die Trägheitsmomente für die drei Haupt- 
axen. welche man durch den Schwerpunkt legen kann, so dals «a, 5, e für 
diese Hauptaxen diejenigen Längen bezeichnen, denen man bisweilen den 
Namen der Trägheilsradien beigelegt hat. Sind ferner «, P, y die Winkel 
welche eine durch den Schwerpunkt gelegte Drehungsaxe mit den Hauptaxen 
bildet. so ist das Trägheitsmoment für diese Axe bekanntlich 

(1) M= M(acos’a- b’cos’P+ c’cos’y). 

Ist ferner o der Trägheitsradius für diese Axe und sind , ®, = die 
Ebenencoordinaten derjenigen Ebene, welche die Drehungsaxe zur Normale 
hat und vom Schwerpunkte um o entfernt ist, so hat man die Gleichungen 


(2) cosa=—ou, cosß=-—ovV, (c0Sy= —ow, 
und die Gleichung (1.) geht über in: 
38) 1= «wW-+bvutclw. 
Dies ist die Gleichung eines Ellipsoides, dessen Hauptaxen «a, 5, e sind, 
und welches in Punktcoordinaten die Gleichung hat: 


x” y° 


Dies Ellipsoid, welches dem Folgenden zu Grunde gelegt werden soll, will 
ich das zweite Centralellipsord nennen, im Gegensatz zu dem sonst be- 
trachteten, dessen Radien den Quadratwurzeln der reciproken Trägheitsmomente 
proportional sind. Man hat also zunächst den Satz: 


Satz 1. 

Das Loth, welches vom Schwerpunkte auf eine Tlangentenebene 
dieses Ellipsoides gefällt wird, ist gleich dem Trägheitsradius für die 
Drehungsaxe, welche das Loth selbst darstellt. 
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Ich will jetzt die Hauptaxen aufsuchen, welche man durch irgend einen 
anderen Punkt des Körpers führen kann. Sind die Coordinaten dieses Punk- 
tes ©, y, x, so wird der Ausdruck für das Trägheitsmoment einer Axe, 
welche durch ihn gelegt ist. erhalten, indem man zu (1.) den Ausdruck Mad’ 
hinzufügt. wo d den Abstand der neuen Drehungsaxe vom Schwerpunkte aus- 
drückt. Daher nimmt der neue Trägheitsradius den Werth an: 


(5.) e! —acosta+b’cos’p-+efcos’y + -+y’+2)—(F Cosa --ycosß-+-2cosy)", 
oder, wenn man z°-—-y’--z?’= r’ setzt und wieder Ebenencoordinaten ein- 
führt, für welche der Punkt (x, y,<) der Anfangspunkt der Coordinaten ist. 
6.) 1= (Hr)W + (+ rF)" -+r)w — (ur+vy-+wz). 

Dies ist wiederum die Gleichung eines Ellipsoides, welches den Punkt (x,y,2) 
zum Mittelpunkt und die Trägheitsradien der durch ihn gelegten Axen zu 
Normalen der Tangentenebenen hat. Um die Hauptaxen dieses Ellipsoides 
oder die Richtungen der Drehungsaxen mit gröfsten und kleinsten Trägheits- 
momenten zu finden, ist nur der Ausdruck 


EEE Ban 2 
le re en 0° 


zu einem Minimum zu machen. Dies giebt für die Richtung und Gröfse des 
fraglichen Radius aus (9.): 


(a + r? — 0°) cos x(2c0s@+Yycosß--2c0sy), 
(#’ + r’— o°)cos y(2c0s@--ycosß-- %c0Sy), 
(+r?— 0°)cosy = 3(2c0osa-—Yycosß-%2c0sy), 


| 


wodurch sich die cubische Gleichung für o° ergiebt: 


x“ 2 


ussngainie ah > 
(7.) 1 = > ur Eu a erP—-e 











während 





a X S 
(8.) cosa:cosß:cosy — Mr ar uer £ er dr a0 zur 


Daher hat man den folgenden Satz: 


Satz 2. 

Die Hauptaxen des Ellipsoides (6.), d. h. die Maximumswerthe 
der Trägheitsradien für den Punkt (x,y,z) fallen in die Richtung der 
Normalen der drei zu dem Centralellipsoid (4.) confocalen Oberflächen, 
welche sich durch diesen Punkt legen lassen. Die Gröfsen dieser Haupt- 
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axen sind Yr’--3, yr’-{ uw, yr’+v’, wenn 4, u,v die Parameter der drei 





confocalen Oberflächen sind, und r die Entfernung des gegebenen Punktes 
vom Schwerpunkt bedeutet. 

Aus der Form der Gleichung (X7.) folgt ferner. in Bezug auf die Gröfse 
der Hauptträgheitsradien, indem « —>b >> e vorausgeselzt wird: 


Satz o. 
Von den Hauptträgheitsradien für den Punkt (w,y,z) ?sl! umnmer 


eıner kleiner als Ver, ein zweier hegt zwischen Ver’ und Yb’-r", 
der dritte zwischen yb’-+r: und ya’-+r". 

Man kann aber das Ellipsoid (6.) seinerseits als Basis eines conlocalen 
Systems ansehen und die drei diesem confocalen Oberflächen aufsuchen, welche 
durch den Schwerpunkt, den Mittelpunkt des ersten Systems, gelegt werden 
können. Nach einem bekannten Reciproecitälsgesetze, welches für solche Systeme 
gültig ist, kann man dann den Salz aufstellen: 


Satz 4. 

Kennt man das Kllipsoid (6.) für irgend einen Punkt des Kör- 
pers und führt drer ihm confocale Oberflächen durch den Schwerpunkt, 
so sind die Normalen dieser drei Oberflächen die Richtungen der Haupt- 
axen des Schwerpunktes und wenn I, m,n die Parameter dieser Oberflächen 





bezeichnen, so sind YVP—r’, ym’—r', yn’—r' die Werthe der Haupt- 
(rägheitsradien für den Schwerpunkt, 

Diese Construction gilt auch noch, wenn man für den Schwerpunkt 
einen beliebigen Punkt annimmt, welcher auf der Verbindungslinie desselben 
mit dem gegebenen Punkte liegt. Nur ist dann an die Stelle des Ellipsoides (6.) 
ein anderes zu seizen, welches ihm äbnlich ist. 

Die Gleichung (7.) ist noch in einer anderen Weise bemerkenswerth. 
Sucht man nämlich diejenigen Punkte des Körpers auf, welche einen Haupt- 
trägheitsradius gemeinsam haben, so hat man in der Gleichung (7.) nur o als 
constant zu betrachten. Diese Gleichung stellt dann eine Oberfläche von 
demselben Character dar wie die in der Optik betrachtete Oberfläche, 
deren Radien die Kortpflanzungsgeschwindigkeiten der Strahlen in kry- 
stallinischen Medien angeben; und während man dem Parameter 9 verschie- 
dene Werthe beilegt, erhält man ein System von gewissermafsen confocalen 


Oberflächen dieser Art. welche sich in drei vollkommen gesonderte Klassen 
10 * 
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scheiden, jenachdem g° zwischen c* und db’ oder zwischen 5? und «a? liegt. 
oder endlich gröfser als «’ ist. Die in der Optik betrachtete Oberfläche ge- 
hört zu der letzten Klasse. 

Sucht man nun solche Punkte des Körpers auf, für welche zwei Haupt- 
trägheitsradien einander gleich werden, so müssen für diese Punkte die Glei- 
chungen (8.), welche die Richtungen der Hauptaxen angeben, unbestimmt 
werden, d. h. es muls einer der Fälle eintreten: 

2 —=0 und @-r—o’—=0 oder 
y=0 und #*’-+r’—o’=0 oder 
s—=0 und + —o=(0. 
Die Curve, auf welcher der Punkt (2,y,2) liegen mufs, hat dann also eins 


der folgenden drei Systeme zu Gleichungen: 











2 2 
YV S 
OO u = — d 
A nd 1 Water 0der 
n?: r? 
0 wd Ii= —— 4 — oder 
) e—l | © 
2 2 
Bu Be L ' YV 
z=0 und Ii = Pe yamapı a war: 


Diese Curven, von denen die erste imaginär, die zweite eine Hyperbel, die 
dritte eine Ellipse ist, sind keine andern, als die Focallinien der Oberfläche (4.). 
Man hat also den Satz: 

Satz 5. 

Diejenigen Punkte, für welche zwei Hauptträgheitsmomente gleich 
werden, bilden die Focallinien des Uentrulellipsotdes (4.). Und zwar 
sind, wie aus (8.) folgt, die Richtungen der beiden gleichen Haupta.wen 
die Tangente der Focalcurve und eine Axe des Ellipsoides (4.), während 
die ungleiche Axe die Normale der Focallinie im Hauptschnitte wird. 

Man bemerkt leicht, dafs dieselben Punkte zugleich die Reihe von 
Doppelpunkten constituiren, welche das Oberflächensystem (7.) aufweist. 
Die Doppelpunkte der optischen Oberflächen bilden die Focalhyperbel; die 
Focalellipse gehört denjenigen Oberflächen an, für welche e° zwischen Ö’ und 
«a liegt. Für die Oberflächen endlich, bei denen 0° zwischen c* und 5° liegt, 
werden sämmtliche Doppelpunkte imaginär. 

Für die Punkte der Focalhyperbel sind die grölseren Trägheitsmomente 
einander gleich. für die Punkte der Ellipse die kleineren. Man sieht, dafs 
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alle drei Hauptträgheitsmomente nur dann einander gleich werden können, 
wenn diese beiden Curven einen Punkt, d. h. ihren Scheitel, gemeinsam haben, 
oder wenn 5==c ist. Alsdann gehen zugleich die Focallinien in ein Punkten- 
paar über, welches durch 2 = ya’—b’ gegeben ist. Dies ist ein Resultat, wel- 
ches sehr bekannt ist, aber auf ganz anderem Wege gewonnen zu werden pflegt. 

Das Ellipsoid (3.) oder (4.) hängt mit dem Poinsolschen Central- 
ellipsoide sehr genau zusammen, so dals vermöge des geomelrischen Prineips 
der Reciproeität die für das eine gewonnenen Resultate sich auf das andere 
leicht übertragen lassen. Dies führt zu einigen neuen Sätzen über die Drehung 
eines Körpers um einen festen Punkt, wenn keine Kräfte auf den Körper wir- 
ken. Einige der hauptsächlichsten dieser Sälze, welche den von Poinsot 
aufgestelllen ganz analog werden, sind folgende: 

1. Zieht man in dem Kllipsotde (4.) denjenigen lhkudius vector, 
der die Axe des mittleren Paares der Bewegungsgröfsen darstellt, so ıst 
die ihr conjugirte Ebene oder die in seinem Endpunkte gelegte Tanyen- 
tenebene die Ebene der Drehung des Körpers, ihre Normale die augen- 
blickliche Drehungsase. 

2. Die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit ist dem auf diese 
Trangentenebene gefüllten Lothe umgekehrt proportional. 

3. Die Länge des betrachteten Radius vector und seine Lage im 
Raume bleibt während der yanzen Bewegung constant. Ks giebt also 
einen gewissen Kegel, welcher durch den Schnitt des Ellipsoides (4.) mit 
einer Kuyel hindurchgeht, dessen Seiten successive die Stelle dieses Radius 
veclor einnehmen. (Dieser Satz findet sich schon bei Poinsot). 

4. Die auf einander folgenden Drehungsebenen des Körpers sind 
die Tungentenebenen einer abwickelbaren Oberfläche, welche gleichzeitig 
zwei Oberflächen zweiter Ordnung mil gemeinschaftlichem Mittelpunkte 
und gleich gerichteten Hauptaxen berührt, von denen eine das Ellip- 
soid (4.) ist. Diese Oberfläche schneidet jede der im Körper festen Coor- 
dinatenebenen in einem Keyelschnitte. 

5. Dieselben Drehunysebenen umhüllen im Baume einen transscen- 
denten Kegel mit unendlich vielen Windungen, dessen Spitze in den 
Endpunkt des unter 1. 3. erwähnten Radius fällt. Dieser Kegel ent- 
spricht der Serpoloide Poinsots. 

Carlsruhe, den 22. Februar 1859. 


ne Minen 
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Note über die Differentialgleichung der hyper- 
geometrischen Reihe. 
(Von Herrn $. Spitzer zu Wien.) 


In vorigen Bande Seite 149 ist eine Abhandlung aus den hinter- 
lassenen Papieren Jacobis durch Herrn E. Heine über die Differential- 
oleichung 


(1) «d-e)y'+fy—(e+-P+N)e]y'—eopy = 0 
mitgetheilt worden. Ich habe dieselbe Gleichung in dem speciellen Falle, wo 
o == 3 ist, untersucht. und habe gefunden, dafs die Differentialgleichung 


(2) z(41—-a)y"+fy— (la+1)e]y — ey = 0 


ein Integral hat von folgender Gestalt: 


+] Li > 
BB)  y- C/ u (1 — u) (a — u) du 
T 





he 


ER Ei ud—u 
1 cf ur (1 — u) (e— u)" log 4. | du, 


vorausgeselzt dafs diese bestimmten Integrale einen Sinn haben. d. h. dafs 
y—e ein positiver Bruch, und x so beschaffen ist, dafs (e — u)“ für die 
Integrationsgrenzen und innerhalb derselben nicht unendlich wird: EC, und ©, 
bedeuten willkürliche Integrationsconsianten. 


Ich werde, um die Richtigkeit meiner Behauptung darzuthun, den in 
(3.} aufgesielllen Werth von y einer zweifachen Differentiation unterwerfen und 
die so erhaltenen Wertle von y’ und y” in die Gleichung (2.) substituiren. 
Thut man dies zuerst mit dem ersten parlicularen Integrale in (3.). so hat man: 


ae JS werd wi (u) du, 


0 


1 
4) (y = uf write u) du, 


0 


[| ö 
Iv" — o(a-+I f wer due — u du 
N ) 


und somit 
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z(1— 2)y"+[y — (?a-+1)2]y’— o’y 


2 
— af ur 1 — una — u) [ra HH) 1-2) —ylr— u) 


0 


+r(2 — u)(2a +1) — a(2 — u) ]du. 
Redueirt man dies, so findet man: 
z(1—x)y"+[y — (2«e +1)2]y'’— eo’ y 


— ef u 7 — une — u) Lea y—utl)e+yu— au’]du. 


« 
0) 


Läfst man die Grenzen aufser Acht, so hat dieses Integral den Werth 
ur — u) le — u), 
folglich ist das bestimmte Integral gleich Null, wenn y—« ein positiver echter 


Bruch ist, und folglich genügt in diesem Falle das in (4.) stehende Integral 


der Differentialgleichung (2.). 


Ich wende mich nun zu dem zweiten particularen Integrale in (3.) 








1 

PER a-; EIERN 1 SE vr u(1— u) 

05.) , =-/“ ’(1— u)’ (2 — u) "log ae“ du 
und erhalte: 
” a 
y- af ur 1 — u) (2 — u) log u du 
1 
er SI uw d— ur (2 — u)! du, 

U 
Di ' ur Ai — uy-- BE u«(li— u) 
y attf u (1— u)/ (2 — u) N du 


+QeHf wre au du; 
somit ist: 
1. [7 — 2e+1)2]y'— ey 
= af 1og log - az = 2 (1— u) (2 — u)" ]du 
+ [ "uerd—u)re (zu) "[x(2a +1) 1-2) —y(z—u)+2(2a+1)(2—u)]du. 


0 


Nun folgt durch theilweise Integration: 
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/\og u„(d1— u) Eue-ı +1 A4— ur (2 — u) du 





z—u du 
a-y+ly kai Das u(l— u) 
—— Y 1 äh u)’ (x a u) log ee = ee 
r—u 
ge +l1/ \yil/ | 1 1 1 r 
— r1— ur —u) ae weg 4 _———— Idu, 
j u 1—-u ' r—u- 


folglich für Werthe von „—e, die positiv und kleiner als 1 sind: 


re 3 
Jo ii „ul—u) ") 2 [uer-! (1 we uyr(z a 3 Bit | du 


RN A, 
k / wo dual ur —u) — ulr—u)+ ul —u)]du. 


Man hat daher nach einigen Reductionen: 
2 (1—a)y"+ly—-@e+1)e]y— ey 


3 
— — af war d— ua — u)" (kr — ur + u')du 


+Hf un 1— u ke — u) la (2e +1) 1— u) —y(r — u)] du 


oder 
e(1— “u ly— 2e-+-Dae]y— ey 
ge wo A— u) 2 — u) fa—y—u+l)e+yu— au]du, 


was dem frühern zu Folge gleich Null ist; folglich genügt wirklich der Glei- 
chung (2.) das Integral (3.). 

Ist « eine ganze negative Zahl, etwa gleich — m, so lälst sich. wie 
leicht einzusehen. das erste particulare Integral in folgender Form wieder- 
oeben: 


y= A+AT+ Ar. + +AmE”, 
unter A,. A, As. ... /A,„ constante Zahlen verstanden. 
Wien. 1859. 
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Bemerkung zur vorstehenden Note. 


(Vom Herausgeber.) 





Die von Herrn Spitzer für den besonderen Fall des Zusammenfallens 
der beiden Elemente «, 5 gegebene vollständige Integration der Differential- 
gleichung (1.) der hypergeometrischen Reihe ergiebt sich ohne Rechnung aus 
ihrer Integration im allgemeinen Fall. 

Unter den bekannten auf Seite 152 des vorigen Bandes angeführten 
Integralen der Differentialgleichung (1.) befindet sich das folgende mit 3) 
bezeichnete: 

"ie F(e, a+1—yae+1—P, EN, 


L 
wo das Zeichen F' in der von Gaufs eingeführten Bedeutung genommen is! 


Abgesehen von einem constanten Factor ist dies bekanntlich 


2 
— u 7 (1 — u) (le — u) du, 


r 
welches der Kürze wegen mit g(«, 5) bezeichnet werden möge. Dann hal 
man wegen der Symmelrie der Dilferentialgleichung (1.) in Bezug auf « und 
/? die beiden particularen Integrale 

| “ 9) N ' 

p(o,P) und Y(P;«). 
An der’ Stelle des letzteren kann man auch als zweites partieulares Integral 
das folgende 
p(a, PA)—p(P,«) 
a— pP 

betrachten. dessen wahrer Werth für e = / 

(op(e, P) 

I da OB ca=B)" 


d. h. nach Einführung des bestimmten Integrals, welches mit g(«, 7) bezeich- 





op (a, P)) 


net worden ist. 


7 ER ul — u) 
/ ur7| j .. (x BRNEE 71 = loe a du 
ej / rxr—ü 
7 


gefunden wird. während das erstere in g(a,«), d.h. in 


._ 
/ will — ua — u) du 


0) 


übergeht. So erhält man die beiden particularen Integrale der Dillerentialglei- 
chung (2.). welche Herr Spilzer durch wirkliche Differentiirung verificirt hat. 


m —— 
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Ueber die Integration der Differentialgleichung 
d”y 
= 
durch bestimmte Integrale. 


(Von Herrn $. Spitzer zu Wien.) 


m 





eat +y 


Kummer hat im 19‘ Bande dieses Journals die Gleichungen der Form 
dry 
da" 

auf eine sinnreiche Weise in dem Falle integrirt, wo m eine ganze positive 
Zahl ist. In dem hier vorliegenden Aufsatze will ich zeigen, wie sich die 


Gleichung 


m 





ER 6 4 
(1.) an = ey 


wo e= +1 und m eine ganze Zahl ist, die —>2n, durch eine Methode, die 
die gröfste Analogie mit der Kummerschen hat, integriren läfst. 





Es sei 
2) == vie) 


das complete Integral der Gleichung 








d’+1z 
m_m-+i > ui 
83 & at er, 
so hat man für die Gleichung 
(4.) gm d”y Be 
dc" ) 


folgendes Integral: 


N 


5.) Y - (we ale ) du, 


0 





wenn man nur zwischen den r--1 willkürlichen Constanten, die in Folge der 
Gleichung (3.) in dieses Integral eintreten, eine gewisse Bedingungsgleichung 
aufstellt. 

Um dies zu beweisen, bringe ich die Gleichung (4.) in folgende Form: 


dr 
Y = set 





dx" 

und differentiire diese. Man erhält alsdann: 
dr+iy 

daı”*! 


dy BE | 
— un 6 I" — TE 
ex" me Yy 
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oder mit 2”*' multiplicirt: 
. d+iy dy | 
6. ar Ze — E02 — --mey. 
( ) de”! dx . 
Setzt man hierin den in (5.) stehenden Werth, so hat man, da 
2 in 
. m—1 er x \ h 
vr un'e 12 — )du, 
r . i «u 
u 
dy ä 2, mon ( E.) 
SE: ut v(— )du 
da / u j 
U 
er 
d"riy er a, weurnf et 
——L = BE yet (Z)du 
+? ./ | u 
ist, folgende Gleichung: 
Pe ee 
DD — \ 
- BRORR a a x 
(7.) f _ ae Feuer ye+D (= )du 
i , Ä 7 
0 
ga dan 
N Zn [ze # _— _— __ 
ne ., X PAR ER zn KL 
— ef ui v(Z)du+mef alte ine (du. 
® U 4 % 
U 





Die Gleichung (3.) läfst sich auch so schreiben: 
> 
art yeHD(g) = ey(a), 
und hieraus geht hervor: 
Fe Ä (& x 
men) = w(#) 
ıy =— €EW . 
rn f u f u 
re. . . T mi n T . . 7 ® 
Wird nun der sich hieraus ergebende Werth von «”'' ‘ »(—) ın die Glei- 


chung (7.) eingeführt, so erhält man 


mn 


uU 
n FE 
[4 mn /i B. 
(8.) ger—n-in ın 7 17 en du 
[27 
m 





U 


—_n mn 
U u 


nn -— N m 
7 u ze 
ie a z/ a Fe (=) du - m 


a _ N‘ 
FT At e m n ( — )du, 
0 M 








u / 


welche Gleichung identisch ist, wenn 
re 
. m—ın v() 
u 
sowohl für v0 als auch für v—= x verschwindel. Denn man hat: 
a 
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mn—n 
u 


N 
d ee r S _ 2 | — Pr 
| E a v(-)| — mureo Mnıy (&) — ar, mom, (=) 
u m \u 


cu 


un er 














7 





” 
er — ıf X 
Be zu” 20 m n v ( a 
% 


welche Gleichung, nach % von O bis oo integrirt, unter der gemachten Vor- 
ausselzung ein mit (8.) übereinstimmendes Ergebnifs liefert. 





Beispiele. Die Gleichung 


gpen-t?2 da 


(9.) LT dr" +! un % 
hat zum Integral: 


u, sr [3 1x es Eu 
10) == alGe "4Ge ? +40 * |, 


woselbs! 





Un il, Uurı 
die Wurzeln der Gleichung 
u 
sind, und Ü,, ©, ... Ü,,, willkürliche Constanten bedeuten. Man überzeugt 


sich von der Richtigkeit des Integrals (10.) am einfachsten dadurch, dafs man 
die Exponentialgröfsen in unendliche Reihen verwandelt, dieselben mit x” 
multiplieirt, und dann diese Reihen in die Gleichung (9.) einführt. 

Die Gleichung 


| ' d"y 
ae R 
Br 
hat zum Integral: 
er u,u U, U _ Pad _ 








(18) y ef we "Hilge * 460 ” L..+CG,ne Tau. 


wo wieder 44, ilas ... &y,ı die n41 Wurzeln der Gleichung «”*'=1 sind, 
und C,. ©,, ... C,,, willkürliche Constanten bedeuten, zwischen denen eine 
gewisse Bedingung obwaltet, die nun aufzustellen ist. 

Zu dem Behufe substituire ich das gefundene Integral (12.) in die 
Gleichung (11.), werde aber vorher der Einfachheit halber das Integral (12.) 


umgestalten. Denn da y sich folgendermafsen schreiben läfst: 











Pd ih 
+: _ A _ U En. . 16 Ju" 
Br ‚n Y x x x 
y af Ü,e +G,e +... +0,10 z du, 


0) 
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so erhält man durch theilweise Integration: 





















































u”ri u, u u,u Un, 
ı% as ae ar 
y=—ı e "Flome c; + C.une » ++ Onzılin+ı® du, 
J 
falls 
C+Q,+-.-+0U,, = 0 
gesetzt wird, oder in vereinfachter Form: 
u7rı add 
ID - r—n+l . - wo 
ya = BR ma ° 1 
va 
u, U 
Entwickelt man die Exponentialgröfse e ” in eine Reihe, so hat man 
„mr 
Do r=n+1 er RE 
y- —/ e.’ m cu," —- {- s— — | du, 
m vaml 1! oe E 
und dies giebt nmal differentiirt, unter Berücksichtigung der Gleichungen : 
1 
a" (— ) (k+n —1)! 
nr me 1. — (—1)" ze 
de” (k— 1)! et” 
folgenden Werth: 
a "+ une | 
Be... Se n +1 57, U 112 22 du 
dr" ns I yitn Algetr I Wr ‚ 
0 da j 
oder mit z=°”*" multiplieirt: 
g” +1 u, u 
u d" r | aD . raEn+S u 
ur _ fe Jan 
dx ef ri 
was vermöge der Gleichung (12.) in 
z d”y 
11. at -_—— oo —y 
( ) dx" ) 
übergeht. Es ist demnach das complete Integral der Gleichung (11.) 
hi 1, U u,U Unyı“ 
DD — — — — 
y--.ı/ e "FH lOue ”" Owme 7 +u+C, Unze e Ta; 


0 


wo zwischen den n-1 Constanten C,, ©, ... C,,, die Bedingungsgleichung 


G+G+ + Ca —= 0 


obwaltet. 
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Nun ist es leicht das Integral der folgenden Gleichung: 


” Yutteh 
13. a —y 
( ) da"! ’ 
aufzustellen. denn man hat hierfür 
yatı 
en 4 u | x 
y "u w(-)de, 
2 e 


U 
worin (I) auf folgende zwei Arten dargestellt werden kann: 
ı 


n+1 = b 
u u, wv u,uv Mg gti 


SB ; , x" Pr ei a : 
v(—) = u” e Filoe 
4 zy 1 











n+ 


u, uv u,uv My MV 





.—— 


n—1I 


l 
tb 
a ee von Pr 
r ! . . f ; N ! > 
-— / e nr I or “ Ü,u,e; ” 7 —. Fr & 4 Une R Lan, 


vr j 





5 
und wofür die Bedingung 


| ‘ 
C, z; GC, + Auge Ka BDO 0 


statt findet. Somit ist das Integral der Gleichung (13.): 
(14.) Y —— 
url yrri 4, uv u,uv M,; uw 


Pe +) ı un re GREEN Bun 
. y 1 il 
x / i u"v"—ie | 
« u 
() () 


Sy : s . ie 
Ice . = Ü,e Le. ” Ü, +1 €@ r lau dv, 
oder in anderer Form: 








n+1 n+l 
u"+ +v + u, we u„uv 











nn ae») _ — run nn 
in ae an +1 | es u | 
BB) ya -3 / / v"e C,u,e - O,u,e +... 
() OD 
A, , uv 
2 cha + C,, tt, + ıe = R. du de. 
Schreibt man 
rt rn. 
v"’e n+1 dv Ze an de n—+1 : 


so läfst sich das Integral in (15.) durch theilweise Integration folgendermafsen 


darstellen: 
wrtriLyrt! u,uv 1,uv 


1 
— 


.. cc “r ” ee = rg Y “ =) x Y 2 x 
(16) y= af / ue 71 |C.uie + O,uze Le. 
) f) 





Ta n-+ uv 


Ui 0 " au dv, 
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falls zwischen den a-+1 Constanten noch die Bedingungsgleichung 

CO w-+ O4 +-Ü,, 14,4 en 0 
stattfindet. — Dieses in (16.) aufgestellte Integral hat a --1 willkürliche. nur 
durch zwei Bedingungen beschränkte Constanten und leistet der Differential- 
gleichung (13.) Genüge. Denn man hat: 














gr Hi, Lyrt3 
DD m —  —_ . ni 3 „n—3 en... 
n ) um rd ur ir AK u vo 
Y nr; ; ue + zw, 2:2" Ei 1 2 sid A Ju dv 
U 9 rel P ih 
und somit: 
4 + yr +1 
En 200 = _- 1 — rzın-+1 rmlun—i u.ure" u?u” 1-1 Fhhdke 1 
—— 7 . > a. Bas 2 a 2, SEE Die y) 
58 fü” >> c - Ta — lauav. 
.J u 2 Fi iR 
Diese Gleichung mit x°* multiplieirt giebt: 
umt 1ıy” +1 uw 
Mu 4 ” _ = -1 _— 
a" ——ı — af, vr “ ee (\,e du dv, 
dx rl 


was vermöge der Gleichung (14.) übergeht in: 
g- 
(13.) x” Zu en Y» 
Somit hat man für das Integral der Gleichung (13.): 


n+1 n+1 ’ 
u tv u, uv u, uv 


ie E u n ee » 
y_ a | fi ue er Gwe "+CwWe ° 
U “U 


U, We ” Jdudv 











Un 7 UV e 





mit folgenden zwischen den Constanten stattfindenden Bedingungsgleichungen: 
C, +6; Fr Cr4 Zu 0, 
Cu+ Cu - u Be N n+ı Hn+ı ms 0. 
Wien, 1859. 
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Ueber einige geometrische Sätze. 


(Von Herrn von Staudt zu Erlangen.) 





1. D:s Product aus dem Inhalte /7T eines Tetraederss ABCUD in den 
Halbmesser r der um dasselbe beschriebenen Kugellläche ist durch die drei 
Producte DA.BC, DB.AC, DC.AB bestimmt. Bezeichnet man diese Pro- 
duete durch «, d, e, die Hälfte ihrer Summe durch s und die Quadratwurzel 
aus dem Producte s(s — a)(s—b)(s— ec) durch w, so ist 6/I.r = w*). 

Wenn nämlich die eine von zwei zu einander parallelen Ebenen, welche 
den Abstand 4 von einander haben, die erwähnte Kugelfläche im Punkte D 
berührt. so schneidet die andere die Geraden DA, DB, DC in drei Punkten 
A,. B,. Ü,. so dafs 

DA.DA, = DB.DB, = DUÜ.DOC, = 2rh 
ist. Wenn man ferner den Inhalt des Dreiecks 4,3,€C, durch A,, den In- 
halt des Tetraeders 4,3B,C,D durch /T7,, das Product A.DB.DEC durch p 
und das Product DA,.DB,.DC, durch p, bezeichnet, so ist: 
Yu Ah u = dr ner. 
Da nun wegen Aehnlichkeit der Dreiecke DBC, DUB, die Producte AB.BD,C.. 
DC,.BÜU einander gleich sind, so folgt, wenn man beide mit DA. DC multi- 
plieirt, dafs p-B,C,=?2rha ist. Da ebenso p.4,C, =?2rhb und p.4,B, 
2rhe, so ist p&, =4Arh’w, demnach 3/7,p — Ar’Aw, also auch 
3/lpp, = 4Ar'h’w und mithin 6/Ir = w. 
pP 


Ist == 1° folglich Ark = ee so ist 
2r.DA, = DB.DC, ?r.DB, = DA.DC, ?r.DC, = D4A.DB, 
2r.B,U,= a, 2r. AG, =Öb, 2r. AB, =ec, 


4r A, =vw und mithin /=3rA.. 

2. Ist A der Inhalt des Dreiecks ABC, u aber das Produet aus der 
kleinsten IP und gröfsten DO von allen Strecken, welche von dem Punkte D 
an den Umlang A des um das Dreieck ABC beschriebenen Kreises gezogen 
werden können, so ist Au=w, wo w den vorigen Ausdruck bedeutet. 

Wenn nämlich der Punkt D aufserhalb der Ebene ABC liegt und von 
derselben den Abstand d hat. so ist nach dem vorigen Salze 2Adr = w. 





*) Vergleiche Örelle (mathematische Aufsätze I, p. 117) und Joachtimsthal Bd.40, 
D.933 dieses Journals. 
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Da aber r auch der Halbmesser des um das Dreieck DPO® beschriebenen 
Kreises ist, so ist nach einem bekannten Satze 2dr—=DP.DO und folglich 
Au=w. Liegt der Punkt D in der Ebene ABC aber aufserhalb der Kreis- 
linie K, so seien A,. B,. C, diejenigen Punkte dieser Linie, welche aus 
den Punkten A, B, Ü durch die Geraden AD, BD, CD projicirt werden. 
Wenn man nun wieder das Product DA.DB.DC durch p, das Product 
DA,.DB,.DC, durch p, und den Inhalt des Dreiecks A,B,C, durch A, 
bezeichnet, so hat man die Gleichungen: 


DA.DA, = DB.DB, = DUC.DU, = u, 
p.B,C,=uwa, p.A,C,=ub, p. A,B,=ue, 
woraus hervorgeht, dafs pPA,=ww ist. Weil aber die Dreiecke ABC, 
A,B,C, in einen und denselben Kreis beschrieben sind, so ist 
A __AB AC BC __DADCDBE_»_»P 
2 AB, AG BE, DB, DA DC pp 
mithin =. ,=u. 


Wenn endlich der Punkt D in der Linie K liegt, so fällt P mit D 
zusammen, daher in diesem Falle DP und also auch #==0. In diesem Falle 








— 
u 
——— 


3? 
u 


ist aber das gröfste der drei Producte a, db, e der Summe der beiden übri- 
gen gleich und daher auch —=0. Bemerkt wird noch, dafs, wenn der 
Punkt D von allen Punkten der Linie A gleichweit absteht, unter « das 
Quadrat dieses Abstandes zu verstehen ist. 

3. Wenn »n das geometrische Mittel zwischen der kleinsten und gröfs- 
ten von allen Strecken ist, welche aus dem Punkte D an eine durch die drei 
Punkte A, B, C, aber nicht durch den Punkt D gehende Kreislinie gezogen 











’ ’ ) i DA.BC 
werden können, so hat das Dreieck, dessen Seiten die Längen , 
. ZV j J/. . . . 
=> ud : ß haben, mit dem Dreiecke ABC gleichen Inhalt. Ist ABC 


ein gleichseitiges Dreieck, so hat das gleichseilige Dreieck, dessen Seite m 
ist, mit dem Dreiecke gleichen Inhalt, dessen Seiten den Strecken DA, DB, 
DC gleich sind. 

4. Entsprechen den Punkten A, B, C, D der einen von zwei Kugel- 
flächen, welche projectivisch auf einander bezogen sind, die Punkte A,, B\. 
C,, D, der anderen, so ist, wie sich leicht nachweisen läfst: 


DA.BC: DB. AC: DC.AB = D,4,.B,C,:D,B,.4,C,:D,C,. 4, B.. 
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Zwei Sätze über das gröfste Product aus ganzen 


Zahlen von gegebener Summe. 
(Von Herrn Oettinger zu Freiburg i. B.) 





. Un unter allen Producten aus r positiven ganzen Zahlen von 
gegebener Summe N das gröfste zu erhalten, bringe man N in ganzen Zahlen 


auf die Form 

N — rk — v 
und zwar in der Art, dafs für » sein kleinster nicht negativer Werth also 
eine der Zahlen O0, 1, 2, ... r—1 gesetzt wird, alsdann ist das gröfste der 


betrachteten Producte 
(k—1).K”. 

2. Ist die Anzahl r der ganzen positiven Zahlen von gegebener 
Summe N, aus denen das Product zu bilden ist, willkürlich. und will man 
über dieselbe so verfügen, dafs man das gröfste der unter 1. gefundenen 
Maxima erhält, so setze man in der früheren Lösung k—=3 und gebe dem v 
wiederum seinen in diesem Falle kleinsten nicht negativen Werth, d. h. man 
bringe N in ganzen Zahlen auf die Form 

N = 3r—v 
und zwar in der Art, dafs v einer der Zahlen 0, 1, 2 gleich wird, alsdann 
ist das Maximum aller ganzzahligen Producte von der Factorensumme N das 


foleende 


Auf 


en 2 
- N Pen 77 re ERS BE nn.” 
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Gustav Lejeune - Dirichlet. 





Am 5'” Mai d. J. verloren die mathematischen Wissenschaften in 
Gustav Lejeune-Dirichlet ihren tiefsten Forscher. Die Trauerkunde von 
seinem Tode, die sich sogleich durch unser Vaterland und in alle für Wissen- 
schaft empfänglichen Länder verbreitet hat, ist den Lesern dieses Journals 
schon bekannt. Aber eine Zeitschrift, in welcher der Verewigte den bedeu- 
tendsten Theil seiner Arbeiten niedergelegt hat, kann nicht mit Stillschweigen 
ein solches Ereignifs vorübergehen lassen. 

Dirichlet ist wiederum einer jener grofsen Mathematiker, welche der 
Wissenschaft mitten in ihrer vollen Kraft enirissen werden. Seine Schriften 
sind, wie die @aufsischen, nicht bedeutend nach ihrer Zahl, aber sie bilden 
eine Reihe von Meisterwerken. Schon in seinen ersten Veröffentlichungen 
zeigt sich eine gleichzeitige Beschäftigung mit den höchsten Theilen der In- 
finitesimal-Rechnung und mit der Theorie der Zahlen. Jede dieser Diseci- 
plinen, besonders die erstere, hatte ihm bereits Bereicherungen von hervor- 
ragender Wichtigkeit zu verdanken, als er — im weiteren Verfolg seiner 
Laufbahn — zu der Verwirklichung des tiefen Gedankens geführt wurde, 
beide bis dahin getrennten Zweige der mathematischen Forschung durch Ein- 
führung der Methoden der Infinitesimalrechnung in die Zahlentheorie zu ver- 
einigen. Dirichlet wird für alle Zukunft als Erfinder dieser Verbindung 
zwischen Zahlentheorie und Analysis des Unendlichen genannt werden, einer 
Verbindung, die schon bisher zu den merkwürdigsten Ergebnissen geführt hat. 
Was auch in anderen Gebieten als unvergängliche Frucht seiner Geistesarbeit 
auf die Nachwelt kommt, hierin wird man immer die höchste Entfaltung seiner 
schaffenden Kraft erkennen. 

"Dirichlet gehörte nicht, wie Euler und Jacobi, zu jenen universellen 
Analysten, denen jeder Gedanke zur Formel sich verkörpert und jede Formel 
wiederum zu einem Gedanken Anlafs giebt, auch nicht zu jenen uner- 
schrockenen Rechnern, die durch ein Labyrinth von Formeln hindurch zu dem 
gewünschten Ziele vordringen, er war vielmehr einer jener wenigen Mathe- 
maliker, von denen gesagt werden kann, dafs ihre ganze Thäligkeit ein 
Wirken des Gedankens sei. Seine umfassendsten Arbeiten machle er im 
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Kopf, und höchstens kurze Zwischenrechnungen schrieb er auf einzelne Blätter 
nieder. So ist es gekommen, dafs sich bei seinem Tode von den grofsen 
Entwürfen, mit denen man ihn beschäftigt wufste, fast nichts vorgefunden hat 
und nur eine Arbeit hydrodynamischen Inhalts in so fertiger Form, dafs man 
hoffen darf, sie bald veröffentlicht zu sehen. 

Liegt hierin für Jeden ein Grund, den Verlust Dirichlets in gestei- 
oertem Mafse zu beklagen, so kommen für seine Schüler und für Alle, die 
ihm nahe standen, noch andere von nicht geringerem Gewicht hinzu. 

Der aufserordentliche Mann verband mit seinen schöpferischen Eigen- 
schaften eine Lehrgabe, die auf den gegenwärtigen Zustand der Mathematik 
in unserem Valerlande von durchgreifendem Einflufs gewesen ist. Seine Vor- 
lesungen „über die Theorie der Zahlen”, „über die nach dem umgekehrten 
Quadrat der Entfernung wirkenden Kräfte”, „über partielle lineare Differential- 
gleichungen” und „über bestimmte Integrale” werden, nach sorgfältigen Nach- 
schriften abgedruckt, die besten Lehrbücher über diese Gegenstände bilden. 

Die allgemeine Denk- und Handlungsweise Dirichlets war durch 
Einfachheit der Sitten. Bescheidenheit und Wohlwollen bezeichnet. Er war 
von einer Wahrheitsliebe und einer Offenheit, die sich unter allen Verhältnissen 
treu blieben. Dafür geben auch seine mathematischen Schriften Zeugnifs, 
denn er hat nicht blofs die grolsen Ergebnisse seiner Untersuchungen, sondern 
auch die Gedanken, von denen er dahin geleitet worden war, unverhüllt dar- 
gestellt und es so seinen Zeitgenossen möglich gemacht. ihm auf den Wegen, 
die er betreten halle, zu folgen. 


Am 1" Juni 1859. 


Borchardt. 
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Ueber die Gleichgewichtsfigur eines biegsamen 
Fadens. 


(Von Herrn A. Olebsch zu Carlsruhe. ) 


$. 1. 
Allgemeine Gleichungen. 

Di allgemeinen Principien, mit deren Hülfe Jacob: die Gleichungen 
der Bewegung auf die Auflösung einer partliellen Diflerentialgleichung zurück- 
geführt hat, sobald eine Kräftefunction existirt. gestatten in demselben Falle 
eine Anwendung auf die Ermiltelung der Gleichgewichlsfigur eines Fadens. 
welche ebenso auf ein Problem der Variationsrechnung zurückkommt; und es 
ist nicht ohne Interesse für diese Aufgabe die entsprechenden Betrachtungen 
durchzuführen. zumal dieselben auch für die Rechnung einige Vereinfachungen 
darzubieten scheinen. 

Bezeichnen wir durch ds das Bogenelement des Fadens. durch Uds 
die Kräftefuncetion, endlich durch 7’ die Spannung, welche der Faden in dem 
Elemente ds erfährt, so sind bekanntlich die Gleichungen, von welchen die 
Gestalt des Fadens abhängt: 

/ n naIr 
d T da ) - ol 


ds ds N 


| d /mdyı , OU _ 


d (7 =), 6 


ds ds 02% 


Dieselben erhält man auch aus der Aufgabe, das Integral 
(2.) ji "Uds 


zu einem Minimum zu machen, während die Gleichung besteht: 
d2\” , /dy\ BEN 
a rt 
Zugleich läfst sich aber das Problem auf Integration einer parliellen 


Differentialgleichung zurückführen, indem man sich eine Function V von 
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2, y, 2, s so bestimmt denkt, dafs 
ir de _ I mh _ VO pr _oV 
(4.) 














a m ds 0’ ds 02 ’ 
oV , oV dx |, oV = oV dz 
uk os ! 0x ds |! &% F O2 ds 


Indem man aus diesen Gleichungen die Differentiale eliminirt, erhält man die 


beiden Gleichungen: 


MEER. ; 
56) T= -—-U, 


.. oV oV \’ oV , 

3 Er 
deren letztere eine = FRA ist, von welcher V eine all- 
gemeine Lösung. Enthält diese drei willkürliche Constanten 4, a, b, so wer- 
den dann endlich 


Vv oV » ._ o7V 
Q) 2=| — 


u ji u ie FRE 
die Gleichungen der Fadencurve, während #, «, ? neue willkürliche Con- 
stanten bezeichnen. 





Hierbei kann die Kräftefunction U den Bogen s noch in beliebiger 


ar! 


Weise enthalten, indem derselbe bei Bildung der Differentialquotienten A 





04 
oT an 
= i 7: als Constante behandelt wird. Ist aber insbesondere U von s frei, 
so darf man in der Gleichung (6.) setzen: 
oV 


alsdann nimmt die vollständige Lösung dieser Gleichung die Gestalt 


(9) V=As-+f(z,y,2) 


an, und die erste der Gleichungen (7.) giebt ohne Weiteres den Bogen als 
Function der Coordinaten: 


(10.) zz = 4 L. 


Da dies in den meisten Fällen eintritt, so wird demnach in der Regel an die 
Stelle der Gleichung (6.) die einfachere: 


a1) GD+GH+GH = a+D) 


zu setzen sein; und die Spannung nimmt den einfacheren Ausdruck 


12) T= —h-U 
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an: ein Ausdruck, welcher wesentlich positiv sein mufs und daher im Allge- 
meinen Beschränkungen für die Werthe der Integrationsconstanten herbeiführt. 


$. 2. 
Kettenlinie. 
Die einfachste Anwendung dieser Gleichungen bildet die Kettenlinie. 
Ist @ das Gewicht der Längeneinheit des Fadens, ferner die Z-Axe verlical 
nach unten gerichtet, so ist Ü=@z, und in der Gleichung (11.) darf man 
dann setzen: 





u £ = b, AR y(h-- G2)’ — a? — b’ 


OX 0% 
oder auch, indem man die XZ-Ebene zur Ebene des Fadens wählt. b — 0: 
wodurch dann 


2 





BE ee 3 PR: ’ . | Y. 2 2 
V— hst+ar-+ fdey(h1 62) —a. 


Und somit würden die Gleichungen der Kettenlinie aus (7.): 

















y 12 aın. Tr 
Sr _ $ 7 ag -=Tt— log (h+G2)+yY(lh+Gz2)’— a). 
yın 73) — U 
) er. 12 S 1 ) Y 2 2 
| +f (h 6 ya = SS — — y(h - @2)’ ', 
I Y(h—Gz)’—.u? G | 


Die Spannung aber ist nach (5.) 
T= —h—G@Gz. 
Es wäre überflüssig die weitere Behandlung dieser Gleichungen zu ver- 
folgen. 
$. 3. 
Faden unter dem Einflufs der Centrifugalkrali. 

Ich will nunmehr einen Faden betrachten, dessen Endpunkte mil einer 
gleichförmig rotirenden Axe fest verbunden sind. Abstrahirt von der Schwer- 
kraft, kommt allein die Centrifugalkraft zur Wirkung; und ist also die Z- Axe 
Drehungsaxe, w die constante Winkelgeschwindigkeit,. @ wiederum das Ge- 
wicht der Längeneinheit, so ist 


Go? f' : u 
U= ; (2 de +ydy) = 39 


mit # die Entfernung des Elements ds von der Drehungsaxe bezeichnel. Das 
Integral (2.) nimmt dann die Gestalt an: 


f r' ds, 


> 

an* 
r. 
’ 








13 * 
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und man erhält also den Satz: 
Die Gestalt des Fadens wird eine solche, dafs sein Trägheitsmoment 
ein Maximum ist. 
Führt man nun in der Gleichung (11.) statt x, y die Polarcoor- 
dinalen r, g ein, so erhält man nach einer bekannten Transformationsformel 
die Differentialgleichung: 


13) SD+&H+ C] _ er 


G 4 u) . . 
wo nur u = 5 und — uch’ an die Stelle von 4 gesetzt ist. Das Letztere 





ist dadurch gerechtfertigt, dafs die Spannung den Ausdruck 
(14) T= ul#—r) 
annimmt, welcher in der That, da er positiv sein mufs, einen positiven Werth 


der Gonstanten «uA’ erfordert. 
In der Gleichung (13.) aber darf man nun setzen: 


of of b, 


pe = u.d, — =U: 


op 





of N POY E) 212 or u 
a u u ee a a 


und so erhält man für die Function V den Ausdruck: 





< 9 d 9 5) 79 209 5) 
(15.) V= —Hs-az+by- — yvr(#— r — ar —b, 


indem man den gemeinsamen Factor « übergeht. Man sieht daher, dafs die 
Gröfse der Winkelgeschwindigkeit auf die Gestalt des Fadens ohne Kin- 


flufs ?st. 


Die Integrale des Problems werden aber nach (7.) die folgenden: 




















/- (h’—r?)rdr 
u da | - — - 
R Yr!(h’—r?)’— ar? —b? 
(16.) a — PR a/- rdr j 
Yrı(h?—r?) —a?r?—b° 
dr 
u Bf. r 
‚P P ryr?(h’— rn? — ar? —D? 
Diese Gleichungen zeigen, dafs die z-Coordinate sich durch ein elliptisches \ 


Integral der ersten Gattung, der Bogen sich durch eines der zweiten aus- 
drückt, der Winkel 9 durch eines der dritten. Oder es drückt sich r rational 
durch sinam (pz) aus, während s, @ durch die Functionen Z und // mit dem- 


selben Argumente sich darstellen. 
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Um diese Darstellungsweise zu entwickeln, ist es zunächst nöthig. die 
Gröfse unter dem Wurzelzeichen zu betrachten. Dieselbe nimmt 

für r—=0, r—h, r—0 

die Werthe an: 480, — (ER), —®P. 
Die cubische Gleichung 

(17) R=r(#—r) — ar —b — 0 

hat also jedenfalls eine reelle Wurzel zwischen "—=4° und r = x. Aber 
da nach (14.) immer r’<{ A’ sein mufls, so mufs nothwendig die Wurzel- 
gröfse auch zwischen "—=0 und r"—4’ einen reellen Werth annehmen, 
mithin, da A für beide Grenzen negativ ist, innerhalb derselben zweimal das 
Zeichen wechseln. Die Gleichung R=0 hat daher drei reelle positive 
Wurzeln, deren zwei kleiner, eine gröfser als 4’. 

Setzen wir also 

(18) R= (fr —o)r— o)(r—r), 
wo 
0 >o>tT. 

Die Vergleichung von (17.), (18.) giebt dann: 
2 o*+o’+r’ 
KH 5 : 
"— a — er" ot + ro, oder 


2 B.5.2 
Hauer, 





(18°) 





2 | „2 z212 
eo (@ The ) (dr or 70?) 


\_=1e-+o+T(oe+0—T)e—0+T)E — 0-1). 


Damit also a, 5b, A reell seien, haben o, o, r nur noch der Bedingung zu 


genügen, dafs 
(19) eZSo+1t. 


Da nun ferner # zwischen o und r liegen mufs, so kann man setzen: 


(19) 4 — o°’sin’amu + 7’ cos’amu 
== € - (0° — 7’) sin’amu; 
und wenn man dies in (18.) einführt, so wird 
R = (—T)(0® — Tr) Samwcos’amusin’amu, 
(20.) r dr du R e—t 
Er, er ua“ zu 3 
YR  ye—r dan; 


wodurch die Gleichungen (16.) die Gestalt annehmen: 








98 Clebsch, über die Gleichgewichtsfigur eines biegsamen Fadens. 


a 
yo’ —_d wu 


= u m ” en 
} ’—T — . 
| b . T’+(0 )sin’amu 


0 


u 9 r 0) \ 5 
Ve —T(s+z) wei ((A’— T) — (0 — r’)sin’am a) du, 
RL, we 
( 





| 


u, 


21 


EZ 








Ferner sei. um das letzte Integral auf die gewöhnliche Gestalt der 
dritten Galltung zu bringen, 
(22) —T = — Tksin’am (ic), 
wo dann e stets ein reelles positives Argument darstellt. Daraus erhält man 
mit Hinzuziehung des Werthes von A? aus (20.): 
(23) o=1rJ4Aam (ie), 0 — rcosam (?e). 
Seizt man endlich 





a tz yYk'*sintam(@e)+2(1-+%°)sin’am (ie) — 
vet 2 sin am (ir) . 





(24) s—e—=nmu, n= 





kann man nunmehr die Wurzeln o, o, 7 durch die drei Gröfsen n, A, c 
darstellen; und wenn man dies in die Gleichungen (21.) einführt. so erhält 
man aus der ersten und dritten: 


11— (1+K?) sin’am (ie) \u-+2h”sin’ *am(ie)/ "sin’am u du 
s+% 0 




















(25.) en Yk'*sin*am(ic)+2(1 +%?)sin’am (ie) — 3 | 
; cos am(ie) Jam(ie) f“ du 
P— I = - - 277 - — . 
ri sinam (ic) , 1 — k’sin”am (ic)sin’am « 


Da nun noch, wenn A, E die ganzen Integrale der ersten und zweiten Gal- 
tung bezeichnen: 


SR sin’amudu = (1- A )u-Z(u), 


" du sinam (ie ur 
/ — u- (ee) II (u, :c). 


1— k*sin’am(ie)sin’ame ' cosam (ie) Jam(ie) 








so erhält man schliefslich folgende Formeln, welche r, s und y durch 2 und 
durch die Constanten n, A, c ausdrücken: 


[ Ds L — 4sin”am (ie) 1— k’sin’ am (?c) ‚sin am 
„”  k'*sintam(ie)+2(1+ k*)sin’am(ie) — 3 ( n 


 „eosam (ic) Jam(ie) 2—a® | „r(3—U , 
g—P —=1t va. + 377 ic) 


(26.) sin am (?c) 
— 1 25in? am(ie) (1 2) “ 2 zn ) 











11 — (1-+k?) sin*am (ic) = 




















n ) AINTICES IE3 )sin?am (ie) — 3 
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Wenn man die 2-Coordinaten von einer 
Höhe an rechnet, bei welcher der Radius r ein 
Maximum erreicht, also «==0 setzt, so wird 


dieser: Radius selbst eine periodische Function ; RR .- F | 
von 2, welche sich nicht ändert, wenn 2 in —z er3 O8 
übergeht, während zugleich s und y mit 2 ihr \ je / 
Zeichen ändern, und aufser einem periodischen N 

Theile noch Glieder enthalten, welche mit z pro- RER? 


portional sind. Die Gestalt der Curve ist also 

die einer Spirale, welche sich der Z-Axe bald mehr, bald weniger nähert: 
die Projection auf die AY-Ebene zeigt congruente und abwechselnd sym- 
metrische Theile, deren Begränzungsradien abwechselnd die Werthe o und ı 
haben, und welche immer den nämlichen Centriwinkel umschliefsen. Um diesen 
zu finden, hat man nur den Zuwachs zu bestimmen, welchen % erfährt, wenn 


3 —6 Br . . . . ii . . 
um A wächst. Hierzu ist es nicht unzweckmäfsig, sich zuerst einer 





n 
Darstellungsweise zu bedienen, welche Jacobi bei der Rotation eines Körpers 


angewandt hat. Man hat 





nn 9 (u — ie) 
II (u, ic) = uZ(ic)-- 2log 9 (u-+ie) ' 


sonach ist auch 
c) (u —— ic) — 2 
utie) 


wo der Kürze wegen 
cosam (2c) Jam 
$P=9—Pp-—! i( bed +2 ie))— 


sinam (ic) 


— c0s2$ — ı:sin?», 








gesetzt ist; oder man hat 


cosam (ic) Sam(ie Be 


(27.) 1g2(4 Bun i( sin am (ic) 
eu in 


ic 








-—2) 





Tl ) | 
a ie) 


Da der Ausdruck rechts sich nicht verändert, wenn man das Argument um 
2K wachsen läfst, so mufs inzwichen um den Winkel 


(28.) 20 — | cosam (ie) Sam (ic) + Z(ie)! 2K 


sin am (ic) 


gewachsen sein; und da dieser Winkel einer Curvenlänge angehört. nach 
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welcher der Radius vector genau die frühern Werthe wieder annimmt, so 
siebt die Hälfte (2) den Winkel an, welcher einem einzigen Curventheile 
entspricht. 

Unter den besondern Fällen. welche von Interesse sein dürften, ist 
zunächst der Fall = 0 hervorzuheben. In diesem Falle wird in (26.) r 
einer Constanten gleich, 9— 5 aber mit 3 — « proportional, indem // ver- 
schwindet. Man hat also eine gewöhnliche Schraubenlinie von allgemeinster 
(restalt vor sich. 

Wenn die Curve in diesem Falle ganz auf einer Cylinderoberfläche 
liegt. so ist sie dagegen in einer Ebene enthalten, sobald 5 oder a ver- 
schwindet. Für 5=0 ist p constant, also die Gurve in einer durch die 
Drehungsaxe gelegten Ebene’ enthalten. In Folge der Gleichungen (1$°.) ist 
dann nothwendig auch 7 gleich Null; und wenn also nicht auch o, o verschwin- 
den sollen. so müssen Jam(?e) und cosam/{?c) unendlich grofs werden, d. h. 

















e—M, 
Da zugleich sinam/2c) =». so gehen die Gleichungen (26.) über in: 
” 46 FR WER ante. | 
mn” k'* . n . 
a 7 —a K\z—o —&a 

| (+ k? —23((1- — z(2*)) 
st a n E/ n n 

a W” 


Isi dagegen «= 0. so ist die Curve ganz in der Ebene enthalten, welche 
vegen die Drehungsaxe senkrecht ist. In Folge der Gleichung (24.) hat man 
dann die Bedingung 
n = 0 —= k" sin’am (2?c) + 2(1-+ Ak?) sin”am (2e) — 3. 

welche die Constante ce durch den Modul 4 ausdrücken lehri. Man erhält 
— (141°) — 2 yl1+k?-+k' 

Be 2 
da das andere Zeichen zu verwerfen ist. weil sin’am(2c) wesentlich negaliv 
ist. Es ist noch zu bemerken, dafs in den Gleichungen (26.) zugleich wie- 





sin’am (?e) — 








der » durch r (aus (24.)) auszudrücken ist; das Argument “—“ nimmt einen 


unbestimmten Werth an. und man hat schliefslich: 








r' — r (1— Ä’sin’ am (?c) sin’ am %). 
} cosam (#e) Jam(ie) „| II(u, ic) 
— I e. : DEE EEN ig 
Pe .sinam (ic) ! 
ee ei | —(14-K*) sin’ am (66)) u-+2 sin’ am (se) ((1 - F)u— Zu) - 
2’ sinam (ie) ailo- Di; Bar E 
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Eine Verbindung der letzten beiden Fälle giebt endlich, für a«=b==0, den 
einfachsten Fall, wo der Faden eine gerade Linie bildet, senkrecht gegen die 


Drehungsaxe. 


$. 4. 


Gleichungen für einen unfreien Faden. 


Wenn der Faden nicht frei ist sondern genöthigt auf einer gewissen 
Oberfläche zu bleiben, so hat man die Aufgabe, /Uds zu einem Maximum 


zu machen, während z, y, 2, s durch die Gleichung der Oberfläche, und 
durch die Gleichung 


2) 1 


verbunden sind. Die Gleichung der Oberfläche mag dargestellt sein durch die 
drei Gleichungen 

(30.) z—=go(P,9, y=v(lpg), =XlD g), 
wo ?, q willkürliche Veränderliche bezeichnen. Alsdann nimmt die Bedin- 
gungsgleichung (29.) die Gestalt an: 


(31.) u. P(&) - .0(@ LS RP dp dq 


ds ds ds 


Setzt man daher jetzt, analog den Gleichungen (4.). 








OoV m dp ı ndq 
1 Fr ds | TR a 
c A dp | dq 
(32.) a a +0 
DR nn + dp, oV dq 
ER op ds | Og ds’ 


so erhält man durch Elimination der Differentialien aus (31.). (32.): 


4 


os ’ 





und 


(33) T= —U- 
a1 (ur Por = od y4 rl y-andt dt 
als die partielle Differentialgleichung, deren vollständige Lösung V ist. und 
welche, wenn A, a die willkürlichen Constanten derselben bezeichnen. durch 
oV oV 
men 


die Gleichung der gesuchten Curve und ihre Bogenlänge angiebt. 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft. 14 





(35) z—= 
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Schneiden sich insbesondere die Curvensysteme 
p=Const.,„, g== Const. 
auf der gegebenen Oberfläche unter rechten Winkeln, so ist A = 0, und die 
Gleichung (34.) nimmt die einfachere Gestalt an: 


3) (4) = 3) 
Ist auch noch die Kräftefunction U von s unabhängig, so aus man selzen: 
37) V=hstfng). 
und die Gleichung (36.) geht über in 


(38) (U+h’ — 3) + 7] 69% 


S. 5. 


Faden auf einer Rotationsoberfläche. 

Man kann hiernach die beiden oben ausgeführten Probleme, und selbst 
eine Vereinigung beider, auf eine beliebige Rotationsoberfläche übertragen. 
Bezeichnen wir mit = den Abstand eines Punktes von der Rotationsaxe, und 
sei diese selbst die Z-Axe, g aber bedeute den Winkel, welchen die Pro- 
jeclion des Radius Vector auf einer gegen die Z senkrechten Ebene beschreibt. 


Dann hat man bekanntlich 
ds’ — dr’ -- de’ --r’dy', 
oder, wenn r—F’z die Gleichung der Rotationsoberfläche ist. 
ds: —= dz’(1-+(F'z2)’) --(Fr)’dy; 
daher in den Gleichungen des vorigen Paragraphen: 
P—=-1-(Fz), 0=(F), R=0; 
mithin nach (36.) 
un (U ee 


ist nun U allein von = und 2, oder, was dasselbe ist, allein von z abhängig, 








so darf man setzen: 
BF BE. T=y M a? 
55 = A, een Fe KU+N— + RN; 

mithin 











2)); 











m 
(E2)? 


(40) V — hs+ay+ fdz Y[(U 
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und sonach werden die Gleichungen der Fadencurve dargestellt durch: 


ya $ f- (U+Ah)dzyi-+(F'z)? 
—s-+ | al 
UL V(u+ m — A 











(4.) ER 
"ug a} SER. - Ab A MU ; 
Fz) Y(ULA®?— ——_ 
\ (Fa) Y(UHh) Fa? 


zu denen noch die Gleichung für die Spannung tritt: 

(2) T= —-U-—ı. 
Betrachten wir insbesondere noch den im Eingange dieses Paragraphen er- 
wähnten Fall. Ist die Z-Axe nach unten gerichtet, so ist die Kräftefunetion 
der Schwerkraft @z, wo @ das Gewicht eines Fadentheils von der Länge 1 
bedeutet; ferner die Kräftefunction der Centrifugalkraft (vgl. $. 3) 








GW? „ a | 
Tr — Fz)” — u{F'%)”. 
29 29 ( , \ ) 


So also erhält man aus (41.), (42.) die Gleichungen: 


v—s$ +f (h +62 +u(Fe))dz Yi+ (E32) 
DET / En 











a” 


/(h+ 6: TAl#2) ) — pn 


a a PR 5 nee. 
(Po) /(n+6+u(Payry— 


(Fx)? 











T= —h—-Gz— u(F%2), 


welche die Gleichgewichtsfigur eines der Centrifugalkraft unterworfenen 
schweren Fadens auf einer Rotationsoberfläche angeben. 
Wenn man @ und u verschwinden läfst, so gehen sie in die Gleichun- 


sen der kürzesten Linie für eine solche Oberfläche über. 


S. 6. 


Kettenlinie auf der Kugel. 
So erhält man aus den Gleichungen (43.) die Gestalt, welche ein 
schwerer Faden auf einer Kugeloberfläche annimmt. Läfst man wu verschwin- 
den und setzt #2 —=yl’—z°, wo / den Radius der Kugel bezeichnet, so 


werden die obigen Gleichungen: 
14 * 
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er /- (h+Gz) ldz 
Tr Y(h+G3”(’— 23) — a: ’ 


(44.) ee aldz ’ 
’ ran Y(h+ 63) (2?) —a® 


T= —h—@:. 
Man sieht, dafs der Winkel @ sich durch Integrale der dritten Gatiung dar- 
stell, der Bogen hingegen durch die der zweiten Gattung. 

Ohne auf die Reihenentwicklungen dieser Integrale einzugehen, will 
ich wenigstens der Wurzelgröfse eine andere Gestalt geben, welche ohne 
Weiteres auf die Normalform der elliplischen Integrale führt. Denn während 
man bei der Integration häufig auf die Discussion von Gleichungen der dritten 
und vierten Ordnung geführt wird, deren Coefficienten von den willkürlichen 
Conslanten abhängig sind, so ist es doch sehr oft möglich dieselben durch 
andere zu ersetzen, welche sodann die Gleichung bereits aufgelöst zeigen. 
und es kommt bei der Zurückführung auf die Normalform oft hauptsächlich 
auf die Auffindung einer derartigen Ersetzung an; ein Beispiel dafür ist be- 














reits in $&. 3. gegeben worden. 
Die Reihenentwicklung der Ausdrücke (44.) hängt von der Auflösung 
der biquadratischen Gleichung 
Z=(h+-62)’) — 2) - d— 0 
ab, in welcher noch die willkürlichen Constanten «, A vorkommen. Ich setze 
zunächst A—= — @Im, a—= Gb, z=lcos%. Dann ist also der Ausdruck 


zu betrachten: 
Ei 
Gr 
Diesem Ausdrucke aber kann man zunächst die Gestalt geben: 
0 — ((m — 0054) sin# — b) ((m — cos) sin $’--b), 
und indem man jeden dieser Factoren wiederum zerlegt, kann man setzen: 
9 —= [sin($-+8)-+y]J[eos(9 — e)—+y'] [sin (9 — e) — y][eos($+ 8) +7]. 
Denn indem man die Gleichung betrachtet: 
(cos$— m)sin$+b — [sin (+8) +y][eos(9— e)-+7y], 
aus welcher die dem andern Factor entsprechende Gleichung durch Ver- 
tauschung von 9 mit — ı% hervorgeht, erhält man nur die Bedingungen: 
ycosde = msine, 


— 0 = (m — cos 9)’ sin? + — b°. 


— ın c0SE, 


b. 


| 


y'cos?e 


\ 


RE RE 
SINECOSE + YY 
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. . UL 
Man kann also an Stelle von m» und d die Gröfsen & und = als neue 


willkürliche Constanten betrachten, sobald nur gezeigt wird, dafs jedem Werthe 
von »n, 5 wirklich immer reelle Werthe von o, & entsprechen. In Bezug auf 
o ist dies augenscheinlich; ferner aber erhält man aus den obigen Gleichun- 


gen durch Elimination von yy': 
X=(r—- Ud)1— 2) — m’z—=0, 
wo £=sin2e geselzt isl. Diese Gleichung ist nichts Anderes als die Re- 
solvente der biquadratischen Gleichung; man hat aber 
fr = +1, X— —m’, 
für = —1, A=-+m, 
so dafs nothwendig eine reelle Wurzel existirt, welche gleich einem sinus 


gesetzt werden darf. 
Der Ausdruck © also hat nun, indem man den ersten Factor mit dem 


dritten, den zweiten mit dem vierten multiplieirt, die folgende Form: 
9 —= — [sin’9 cos’ e — sin? (cos -+- o)’} (sin? 9 sin’e — cos’ e(cos 4F— o)'}. 
oder es wird, wenn statt cos wieder & gesetzt wird, 
Z = —@ (2?{2lozsin’e+l’ og’ sin? el cos’ &)(S°— 2loz cos’e+lg° cos’ «—lsin’ e) 
— — @ (3 + lo sin? e+lcose yl— eo’ sin’ e) (2 lo sin e—lcos & Yl—o* sin’ e) 
-(2— lo cos’ 2 + Isin ey 1 —o°cos’e)(2—Iocos’e—Isine 10008: 
— —@L. 


Die Gleichung Z== 0 hat also entweder 4 reelle Wurzeln, und zwar wenn 

















5) = 1 9 D n . . ° 
<< u und auch 0° <-  _ [i oder zwei, wenn o° zwischen diesen beiden 
Gröfsen liegt. Der dritte Fall ist ausgeschlossen, da bei der Existenz von 
vier imaginären Wurzeln yZ fortwährend imaginär sein würde. Führt man 


endlich die neuen Constanten 0, & in die Gleichungen (44.) ein, so erhält man: 


'(locos2&e — z)ldz 
2 u —/& ) i 











v—. 
(44°,) de P’sin 2e 2 n dz 
ee (.- ) 21/__ pP ? 
2 _J/e-y 


T = G(locos2e — 2), 


Gleichungen, aus welchen man nunmehr leicht die Reihenentwicklungen ab- 


leiten kann. 
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8.7. 


Faden auf der Kugel, welcher der Centrifugalkraft unterworfen ist. 

Ich will noch den Fall untersuchen, wo ein auf der Kugel befind- 
iicher Faden nur dem Einflufs der Centrifugalkraft unterliegt, während die 
Drehungsaxe ein Durchmesser der Kugel sein soll. Läfst man in (43.) @ ver- 
schwinden, und führt zugleich statt x den Radius r ein, so dafs ?=!"—r’ 


vesetzt wird. so erhält man (vgl. $. 3) 


7 F Uh’—r”)rdr 
' YR— rt at yr— rt 


er A 








lar dr 
/ De > _/7: ’ 
r? y(h’— r?)’r’— a? Yl’—r? 
T = u("—r). 


Dabei ist wiederum, wie früher, — uh? an die Stelle von A, wa’ an die 


Y.,2 


2 | Go a e ’ 
Sielle von @, u — 27 gesetzt, so dafs nun, damit die Spannung positiv sei, 











nur # —h sein mufs, und zugleich « aus den Gleichungen der Curve gänzlich 
verschwunden ist. 
Die Behandlung der Integrale hängt von der cubischen Gleichung ab: 

(46.) R= (W"—r)r— a — (0. 
Der Ausdruck A aber nimmt für 

a - h 0 die Werthe an: 

+ —ua —a. 

Da nun der Ausdruck nothwendig für gewisse Werihe von r, welche kleiner 
als A sind, positiv sein muls, damit überhaupt eine reelle Curve erscheine, so 
sieht man. dafs die Gleichung R=0 drei positive Wurzeln haben muls, 
deren zwei kleiner, die dritte gröfser als A. Sei also 

(47) R=er—o' rt! — or — Tr, 


so giebt die Vergleichung der Coefficienten von (46.), (47.): 


2 — 0° + +T, 
(48.) Di ae Ft rt Te, 
e —= er. 


Hieraus folgt, dafs o, o, r innerhalb der oben gedachten Grenzen ganz be- 
liebige Werthe annehmen, welche der einzigen Bedingung genügen: 


= (++? KR + +TE) 
(e+0°+T)(e +0 —T)(eE - o+T)E — 0 —T). 


\ 
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Ist also. wie man annehmen darf, 


so folgt 


und der Ausdruck # ist also durch folgenden ersetzbar: 
(49) R= ("—-(o-+T))(r"— o)(rf — tr). 


Man kann also nun an die Stelle der Gleichungen (45.) die folgenden setzen: 


® l 2 2  _ dr 
= s—/ ” (0° +7 + 0T- r")rdı . 
yı y? 


— r?) (r?— 0°) (r’— 7°) (r’—(0+7)?) 


(50.) Du if lotr(o-+r)rdr ann 
F "Ye — 9) 0-09) — 7)0r— (ot 7)%) ’ 


« 




















T= ul +-r--or—r), 
wo 0, r willkürliche Constanten bezeichnen, und 0o>r. Eine derselben muls 
auch kleiner sein als /, und erfüllt nur x diese Bedingung, so liegt r zwischen 
ı und /; ist dagegen auch o kleiner als /, so liegt r zwischen o und «. 
Es ist leicht von den obigen Ausdrücken zu den Reihenentwicklungen über- 


zugehen. 
Gleichgewicht dünner elastischer Fäden. 

Auch das Problem eines elastischen Fadens ist einer ähnlichen Be- 
handlung fähig, wenn derselbe äufsern Kräften unterworfen ist. welche eine 
Kräftefunction zulassen, und wenn zugleich sein Querschnitt so gering ist. 
dafs man den Widerstand gegen die Biegung vernachlässigen darf. 

Es sei do die ursprüngliche Länge eines Elements, ds dieselbe nach 
der Ausdehnung. Die Spannung des Fadens in diesem Elemente ist dann 


(61.) T=m’ ns — m’l, 


wo ın eine Constante, A die Ausdehnung der Längeneinheit bezeichnet. Ist 
also zugleich Udo die Kräftefunction, so hat man nach (1.) die Gleichungen: 


„dr.ds OU 
tz = d 


„dr.dy oU 
(52) Im’ (a EHE — (0, 


m (a) + un (0. 
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Da aber 





or I it 


so kann man an Stelle der Gleichungen (52.) auch die folgenden setzen: 


m’ d ei oU 
?(5% ":  ' 
Perl 
do 


i m? d ( 0° SU 
(54.) 2 do 5)t# Oo d; 


er 


we 4 oU 
E27 des '* u 
De 
do 


welche auch aus der Aufgabe abgeleitet werden können, das Integral 


Se -V)ao 


zu eınem Minimum zu machen. 





Setzt man also, um diese Aufgabe auf eine partielle Differentialgleichung 


zurückzuführen: 
oV „de m’ oA 











- "ia ce Fu 3 de’ 

Ge 
do 
oV dy m’ 0)° 

2 — m ——, 
(55.) o) ds ey 
do 
oV _ 2, _ m oA: 

u Ya: er 

En 
do 

oV , 99V dr, OV dy, OV dr m? iR 
N RM u ee nie 
(26. ) Du er 52 E13 Ge 3 Ü 


und berücksichtigt zugleich den Ausdruck (53.) für A, so erhält man 


HH) = m, 


av m’ ..ds 
a tr0= 5 mi = — m’ +2); 
und durch Elimination von A aus beiden N 
oV\® 


a) AB HÄN SAH HE 


aber auch 
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oder auch: 


(58.) (—) ' ()- (==) ze. 1—2 — | 


Dies ist die partielle Differentialgleichung, deren vollständige Lösung gesucht 





werden mufs. Man kann sich derselben immer in der irrationalen Form (58.) 
bedienen. sobald U von o unabhängig ist, wo dann > einer ÜConstanten 
eleich gesetzt werden darf; und sie hat dann genau den Character der Glei- 
chung (6.). und gestattet daher die vollständige Auflösung sämmtlicher 
Probleme, welche oben für einen unelastischen Faden angedeutet sind. 

Es mag noch bemerkt sein, dafs die Gleichung (58.) in die Glei- 
chung (6.) selbst übergeht. sobald man »» unendlich grofs setzt, welches dem 
unelastischen Faden entspricht. Es dürfen also wirklich die früheren Probleme 
als specielle Fälle des vorliegenden angesehen werden. 


$. 9. 
Gleichgewicht eines dünnen elastischen Fadens unter dem Einflufs der Schwere. 
Sei die Schwere die einzige wirkende Kraft, die Z-Axe nach oben 
gerichtet, @ das Gewicht der Längeneinheit. Man hat dann U — — Gr; und 





setzt man daher in (58.) 


oV oV 
— mu, — —=Gh, 
x 00 








so wird 
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Die Gleichung der Fadencurve ist nunmehr 


7 \ 

(59.) POWER... = 2 — dl - . 

i da /n/ yo | ‚® 
Ylır26 I —1| 


Die ursprüngliche Bogenlänge aber drückt sich aus, indem man nach 4 dif- 
ferentiirt und bemerkt, dafs unter dem Integralzeichen statt dessen nach — 2 
differentiirt werden kann, durch: 














—. {| 











2 


(60.) z2=0—m Yyır 26 2 —1| — a”. 
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Auch das Integral (59.) ist leicht auszuführen. Setzt man 








Y14+26°Z2 —1 = u, 
m 
so ist 
dz — 43 u) du, 
GG‘! 
mithin geht (59.) über in: 
am’ (A-+u)du 


G Yu—.a? j 








LU = 


— T log (ut Ye —a)+ yW—ar). 


Führt man nun wieder für seinen Werth in 2 ein, so erhält man: 


PN REDNER “(we(yi f ee. PR® y(yı 126 mei Be «) 


G ” 


I+ Y(Yiır+262=# -1)-« 


welches die Gleichung der gesuchten Curve ist. Setzt man in derselben ın 

















’ 











unendlich grofs, und — an die Stelle von «, so geht dieselbe in die Glei- 
chung der gewöhnlichen Kettenlinie über. 
Carlsruhe, den 26°" Mai 1859. 
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Ueber eine der Interpolation entspreehende Dar- 
stellung der Eliminations - Resultante. 


(Aus dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin.) 


(Von ©. W. Borchardt.) 


Wenn man die Resultante der Elimination zwischen zwei algebraischen 
Gleichungen mit einer Unbekannten aufsucht, so pflegt man die ganzen Funclio- 
nen, welche die linken Seiten der Gleichungen bilden, als durch die Werthe 
ihrer Coefficienten gegeben vorauszusetzen. Diese Art der Bestimmung ganzer 
Funetionen ist als diejenige Specialisirung der Interpolation anzusehen, die 
dem Zusammenfallen sämmtlicher Argumente, für welche die Functionswerthe 
gegeben sind, entspricht. Aber man weils, dafs jedes Zusammenfallen mehre- 
rer Argumente in der Theorie der Interpolation, anstatt die Resultate zu ver- 
einfachen, sie verwickelter macht und die leicht übersichtliche Gesetzmälsie- 





keit der Ausdrücke stört. 

Es war daher ein glücklicher Gedanke, der von Herrn Rosenhain 
herrührt. die Resultante der Elimination zwischen zwei Gleichungen yx = 0 
vz = (0 nicht durch die Coefficienten von 9% und wz sondern durch die 
Werthe darzustellen. welche diese Functionen für gegebene Argumente an- 
nehmen. Das von demselben im 30°“ Bande des mathematischen Journals 
veröffentlichte Ergebnifs ist von um so gröfserer Bedeutung, als sich die näm- 
liche Art der Darstellung auf eine ganze Reihe anderer Ausdrücke ausdehnen 
läfst und namentlich auf diejenigen. welche sich bei der Entwicklung des 





QJuotienten = in einen Kettenbruch ergeben. 


Dy 


Aber die #tosenhainsche Darstellung erfordert. dafs man die Werthe 
der Functionen y2, yz für eine Reihe von Argumenten kenne, deren An- 
zahl der Summe der Ordnungen von y2 und wz gleich ist, also in dem Fall. 
in welchem beide Functionen von der n'” Ordnung sind, für 2n verschiedene 
Argumente. Diese 2n Functionswerthe sind also nicht von einander unab- 
hängig, sondern n—1 derselben durch die übrigen n+1 bestimmt. Die 
Rosenhainsche Formel kann daher nicht dazu gebraucht werden, die Re- 


sultante der Elimination darzustellen, wenn jede der Functionen 2, wz in- 
15 * 
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terpolatorisch gegeben ist. Auf diesen Fall bezieht sich die gegenwärlige 
Untersuchung, sie beschäftigt sich mit der Lösung folgender Aufgabe: 

Die beiden Funclionen y2 und wz, jede n'" Grades, sind durch 
die Werthe gegeben, die sie für = «,, «@,. ... «a, annehmen. Durch 
diese zweimal n--1 Functionswerthe soll die Resultante der Elimination 
zwischen den Gleichungen 92 = 0, vz = 0 ausgedrückt werden. 

In dem hier vorliegenden Falle giebt die sogenannte abgekürzte 
Bezouische Eliminationsmethode die Resultante durch die Coefficienten aus- 
gedrückt. Nach der übersichtlichen von Herrn Cayley gegebenen Darstellungs- 
weise des anzuwendenden Verfahrens hat man den Quotlienten 


a 
Fia,y) = Bwoww 
zu bilden und nach Potenzen von „x und y zu ordnen. Ist 

dj, m 
das alleemeine Glied desselben, so ist die Determinante I der Coefficienten «;; 
(wo sowohl ? als Ak die Zahlen O bis a —1 durchlaufen) die Resultante der 





Elimination zwischen den Gleichungen y& =0, wx —0. 

Vermittelst bekannter Determinantensätze läfst sich die Determinante 
so transformiren, dafs sie, anstalt durch die Coefficienten «;,, durch besondere 
Werthe der Function F'(x,y) dargestellt wird. Bezeichnet man mit F'(z;, yı) 
diese besonderen Werthe (wo sowohl 2 als & die Zahlen 1 bis rn durchlaufen), 


mit 2’ die Determinante derselben und mit A(z,, X, ... x,) das Product 


aller Differenzen der Argumente 2,, &;, ... x„ (jede Differenz so genommen, 
dafs ein Argument mit kleinerem Index von einem mit gröfserem abgezogen 


wird), so hat man *) 


D' 
1. D = —. Yr). 
( ) a My dyy er. In) A(yı> Jay +*« Yn) 


— 





*) Es läfst sich beiläufig bemerken, dafs in der Transformation (1.) zugleich eine 
unmittelbare Verification der abgekürzten Bezoutschen Eliminationsmethode liegt. Diese 
Verification ergiebt sich, indem man die beiden Reihen von Argumenien &,, X,5 »». Kn 
und Y,, Ya, ... Y„ mit den Wurzeln A, ß;> »-- ?n der Gleichung px =0 zusammen- 
fallen Jäfst. Unter dieser Annahme wird 


px = B(r—P)(c—P,) --- (2 — An), 








UH A van w Pi 1 
— Ü & 5 
PX 02 pi 2— Pi’ 
i in wp; 1 1 
I . = — ze E } 
(2 )) FD E—h y—h’ 
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In dem Fall der vorliegenden Aufgabe sind die Werthe von ya und ww 
für 2 ,, &, ... a, gegeben. Unter Einführung der Function 


fa = (e-@-a...(@— 0) 


werden also die interpolatorischen Darstellungen von yx und wa 











jun u E_ zn P_ 
92 = pi fa ve wo; fa 
=) fe: 260; u) fe; X; 
und daher 
y . PXEWy —yywr 
F(x,y) = 2 Ab 
y—& 
0: Ok E 
ua >: - 7 - (go; WOK _— po; We; ) [ — , — I . " Bi: < 
feif'®r LK—0.2X— 0 Yy— 1.y— 
wo über alle Combinationen zweier verschiedenen Grölsen «;, «, zu sum- 
miren ist. 
Hieraus ergiebt sich für 2 —=«;, y=a, oder 2 —=«,, y=«;, wenn 


: von k verschieden ist: 
pa;ıyar — Yax ıya; 


F(o,0) = Fla,,o;) = 
O0; 





dagegen für 2 =y=a;: 
: gpa;ıyar — (0% Da; 





Y 

’ : .n [44 

EF\e;, a) = —=—s / 
Ik ar — 0; 

wo sich die Summe nach % über alle von 2 verschiedenen Werthe erstreckt 


Es ist daher 





F(e;, e;) __$y F(«;, «;) 
fe::f'e; . fei.f' ax 


Führt man für je zwei von einander verschiedene Zahlen 2, A aus der Reihe U 


bis n die Bezeichnung ein: 
pa;ıyar — par, wa; j 
Priyak par wa; ik) 


(2.) fe; f'ar(ar — @;) 





und setzt ferner 
k 





also 
F($:, Pd) = —wAg'ß;; 


F(ß;, Pr) = 0, 


Die allgemeine Transformation (1.) giebt daher. so 


ANn- 


wenn : von k verschieden ist. 


gewendet, für D), abgesehen vom Zeichen, den Ausdruck: 
B" vB, wp, ..o Wdn . 
was die bekannte Eulersche Form der Eliminationsresultante ist. 
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wo nach 4 wiederum über alle von 2 verschiedenen Zahlen aus der Reihe O 
bis » zu summiren ist, so wird demnach schliefslich: 


F(a,,c,) = f'o;far.(ik). 
F(a,,a;) = f'a;f'a,.(i). 
Man bilde nun das System der (n+1)’ Gröfsen (2%), nämlich 
(00) (01) (02)... (On) 
(10) (11) (12)... (1n) 
(4.) 220) (21) (22)... (2n) 


(nO)(n1)(n2)... (nn), 
ein System, welches erstens ein symmetrisches ist, so dafs (2%) —= (ki), und 
welches ferner nach Gleichung (3.) die Eigenschaft besitzt, dafs je n+1 in 
einer Horizontal- oder Verticalreihe stehende Elemente die Summe Null ha- 


ben. so dafs: 
@O)+@1)+ ++ (2) + + (in) = (. 

Hieraus folgt zunächst, dafs die Determinante a +1" Ordnung R aus 
dem ganzen mit (4.) bezeichneten System verschwindet. Es folgt überdies. 
dafs die sämmtlichen Unterdeterminanten erster Ordnung von R, die Gröfsen 
- .„ einander gleich sind. Man betrachte z. B. in d. h. die Determi- 
nante desjenigen Systems, welches aus (4.) hervorgeht, wenn die erste 
Horizontal- und die erste Verticalreihe fortgelassen wird, und das mit (5.) 
bezeichnet werden möge. In dem Systeme (5.) ist irgend ein Element der 
ersten Verticalreihe (21), wofür man die Summe 

160) +9 +43) + + (in) 
setzen kann. Wegen der übrigen Verticalreihen ist es erlaubt, in dieser 
Summe die Glieder (22), (23)...(2n) fortzulassen, ohne dafs sich der Werth 


| r ok u 
der Determinante ändert, 300) bleibt also sich selbst gleich, wenn man für 


jedes Element (21) seiner ersten Verticalreihe — (20) setzt. d.h. es ist 
OR OR 


e 


(00) Sol) 
Aehnliches gilt. wenn man für die Indices 0. 1 zwei beliebige Indices setzt. 
und es sind demnach sämmtliche Unterdeterminanten 
ch 
o(ik) 
einander gleich. Diesen gemeinschaftlichen Werth der Unterdeterminanten. 


_ | 
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welcher mit A’ bezeichnet werde, braucht man nur mit dem (Quadrat des 
Products aus allen Differenzen der Argumente «,, &,., ... «, zu multiplieiren. 


um die Eliminationsresultante D zu erhalten. 
In der That, man setze in der Transformationsformel (1.) 








ar = Yı=%, h=yp=ml,... D,=Yn=0,; 
so ergiebt sich 


en + F(e,, a,)F(e, ‚u).:.:778,, 0) 


FETTE 


Tal 9 a ER ad ai 
Ale ,,,:..@r)} =+(11)(22)... (nn) 


oder, indem man mit (f’a,) = (4, — %) (tz — %,) ...(&,— @,) oben und 


unten multiplicirt, 








ce 
er )i (00) 


On 
= Ay...) 


\{ 





Setzt man der Kürze halber 
(6.) 9 = (u — a) (m — a)... (d,— 1,_1). 


so ist also 


D= ößR. 
Den gemeinschaftlichen Werth 4 der Unterdeterminanten von A, mit 
(—1)" multiplieirt und in die Lean Elemente (2%) ausgedrückt, wo ?, k 
zwei Zahlen aus der Reihe O bis rn sind und 2<<%k, bezeichne man mit 
(0,1,...n) — 8, so dafs 


(7) -IR—= 





AL 
\ TE 0,1,...n—S8 





ist. 

Um die algebraische Zusammensetzung dieses Ausdrucks S kennen 
zu lernen, mufs man auf das früher betrachtete System (5.) zurückgehen. 
welches aus (4.) durch Fortlassung der ersten Horizonlal- und der ersten 
Verticalreihe hervorging. Nimmt man in (5.) jedes Element mit entgegen- 
gesetztem Zeichen und drückt die Elemente — (??) der Diagonale durch die 
übrigen aus, so geht (5.) in das folgende System (8.) über: 


(10)+(12)+ ++ (In), — (12) — (1n) 

— (21), (20)+(21)+(23)+ -+(2n,  — (?n) 

(8.) — (31) — (32) — (3n) 
— (ni) — (n2), (n0)+ ..-+(n n—1). 


EEE A u nn 
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dessen Determinanle 
(—1)"D 


in} 


S — 


ıs! 

Die den Index O enthaltenden Elemente kommen in (8.) jedes nur 
einmal vor und zwar in den Diagonalgliedern. So findet sich (01) nur im 
ersten Gliede der ersten Horizontalreihe. Geht man von (8.) wiederum zu 
einem neuen System (9.) durch Fortlassung der ersten Horizontal- und der 
ersten Verticalreihe über und bezeichnet mit S’ die Determinante von (9.). 
so ist daher (01)..8’ der Complex der Terme von 8, die (01) enthalten. In 
(9) kommen die Indices O und 1 nur in den Diagonalgliedern vor, folglich 
nur in den Verbindungen 

(20)+(21), (30)+(31), ... (nO)-(n1). 
Ks ist daher zur Bestimmung der Determinante 8’ von (9, hinreichend, ihren 
Werth in dem besonderen Fall zu kennen, wo die Elemente (20), (30), ... (n0) 
sämmtlich verschwinden, da sich aus demselben der allgemeine Werth von 8’ 
ergiebi, wenn man an die Stelle von (21), (31), ... (n1) die Summen 
20) -- (21). (30)-- (31), . . . (RnO)+(n1), oder, kürzer symbolisch ausge- 
drückt. an die Stelle des Index 1 das Aggregat der beiden Indices 0-1 
setzi. In jenem besonderen Fall aber, wo (20), (30), ... (nO) verschwinden. 
geht (9.) in ein System über, welches, um eine Ordnung niedriger als das 
System (8.). sich ebenso auf die Indices 1, 2, ... n bezieht, wie jenes auf 
die Indices 0, 1,... rn, dessen Determinante daher — (1,.2,...n) ist. Folg- 
lich wird 
Ss’ — (011,2,3,...n), 
unter welcher symbolischen Bezeichnung der Ausdruck zu verstehen ist. in 
den (1.2,...r) übergeht, wenn an die Stelle von jedem Elemente (1%) die 
Summe (0%) (1%) tritt *). Man hat also den für die hier betrachteten Aus- 
drücke fundamentalen Satz, dafs en 
9 =: (0, 1...) 
der Coefficient von (01) der Ausdruck 
0+1.2...n 





25t. 


*) Hier ıst A eine der Zahlen 2. 3... m. 





SER wet 
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Durch wiederholte Anwendung hiervon findet man weiter, dafs in 
SS — LEER: 


\ 


das Product (01) (02)...(02), wo 2<n ist, zum Coeffieienten den Ausdruck 
0+1+4-.-.+2,:4+1,...n) 

hat, welche symbolische Bezeichnung in analogem Sinn, wie die frühere. 

zu verstehen is. Für 2= n erhält man als Coefficienten des Products 

(01) (02)... (On) die Einheit. 

Aus vorstehendem Ergebnifs läfst sich eine Entwicklung von S nach 
den Producten der Elemente (01), (02), ... (On) bilden. Dieselbe besteht. 
da Glieder, die von allen diesen n Elementen unabhängig sind, nicht vor- 
kommen *), aus einer ersten Klasse von Ausdrücken, deren jeder nur eins 
dieser Elemente als Factor enthält, aus einer zweiten Klasse von Ausdrücken. 
deren jeder ein Product von zweien dieser Elemente als Factor enthält u. s. w. 











Schreibt man von jeder Klasse nur eönen repräsentirenden Ausdruck nieder, 
also von der A" Klasse den folgenden: 
(01) (02)...(0%)C,, 
wo C, von den Elementen (01), (02), ... (On) unabhängig ist, so ergiebt 
sich als Werth von Ü, der von dem Index O0 freie Theil des Ausdrucks 
(0+1+.++%,k-1,...n), d.h. 
GC = (1+2+..+k,k-+1,...n). 








wenn k<n, und 
C, ei # 


so dafs man für S die Entwicklung hat: 
0,1...) = Z(01)(1,2,...8) 


+ (01) (02) (1+2,3,...n) 
+ 2(01) (02)... (Ok) 14-2 +. -+k,k+1,...n) 
+ (01) (02)... (On). 
Diese Entwicklung ist ausreichend, um die Ausdrücke S für alle Ord- 
nungen zu bilden. Man hat nur nöthig, von der niedrigsten Ordnung an- 








*) Denn wenn man die Elemente (01), (02), ... (On) alle zugleich verschwinden 
läfst, so geht (8.) in ein dem (4.) ähnliches System über, dessen Determinante ver- 


schwindet. 
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fangend stufenweise zu den höheren aufzusteigen und erhält 
(0,1) = (01), 
0,1,2) = F(01) (12)-+- (01) (02) 
— (01) (02) + (10) (12)-+- (20) (21) 





Die der bisherigen Untersuchung zu Grunde liegenden und jelzt zu- 
sammenzustellenden Eigenschaften der Ausdrücke S, welche zur Herleitung 
der obigen Entwicklung nothwendig waren und für die vollständige Bestim- 
mung jener Ausdrücke hinreichen, sind die folgenden: 

I. S=(0,1,...n) ist ein Ausdruck 2‘ Ordnung der nn. Elemente 
01). (02). ... On). 12) ete.. welcher bei Vertauschung von je 
zwei Indices ungeändert bleibt. 
2. Der Coefficient des Products (01) (02)...(On) in S ist —=1. 
Es kommt in S kein Glied vor, das von einem der Indices z. B. von 
O frei wäre. 
4. Der Coefficient von (01) in S ist der Ausdruck 


0-1, 2, ... n). 
Hierauf sich stülzend ist man im Stande nachzuweisen, dafs die Aus- 


drücke N einem einfachen Bildungsgesetz folgen. Um dasselbe kurz in Worte 
vorher eine Unterscheidung in Be- 


’ we. n.n+l „ 
ziehung auf Producte aus einer beliebigen Anzahl der nd Elemente 


01). (02).... (On), (12) etc. einzuführen. Wenn ein solches Product eine 
Reihe von Elementen enthält, welche dergestalt im Kreise angeordnet werden 
können, dafs jedes Element einen Index mit dem vorhergehenden Element 


und den anderen mit dem folgenden gemein hat, d.h. eine Elementenreihe 


von der Art der folgenden: 


fassen zu können, ist es zweckmälsig, 


(ek) (ke) 

(ek) (Al) (le) 

(?k) (kl) (Im) (ine) 

u. S. W., 
so soll das Product ein cyelisches genannt werden, wonicht, ein nzcht- 
cyclisches. Dies vorausgesetzt, so wird die Bildungsweise des Ausdrucks 5 


in folgendem Satz ausgesprochen: 


97 501.777 
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Der Ausdruck 
(—1)"D 


[N] 


7) S=- 


wo D die Eliminationsresultante der beiden Gleichungen n'" Grades 





pP —=0, wz—=0, und ® das Quadrat des Products aus allen Differenzen 
& . nn Hi 
der Argumente &,, &, ... a,, läfst sıch durch die —, be Elemente 


ga;ıya, — pay, ıya; 
f' af’ ax(er —@)) 





a). Me 


darstellen, wo ?, k zwei von einander verschiedene Zahlen aus der 
Reihe 0. I, ... n, und f£=(3— 0, (2 —a,)... (2 —a,); so dar- 
gestellt ist 5 gleich der Summe aller nicht-ceyclischen Producte, die 


n- 


. n.n--1 z 
aus je n jener —.— Klemente (ik) gebildet werden können. 





Zum Beweise des Satzes bezeichne man die Summe dieser nicht- 


eychschen Producte mit 
ZU... 2:8), 


Dafs dieselbe die unter 1. und 2. aufgeführten Eigenschaften besitzt. 


ist einleuchtend. 


Um an der Summe A die Eigenschaft 3. nachzuweisen, ist zu zeigen. 
n.Nn— 


2 
übrig behält, aus diesen ein nicht-cyclisches Product von n Elementen zu 
bilden unmöglich ist. Diese Unmöglichkeit wird für n Indices 1, 2,...n 


bewiesen, indem dieselbe, wenn m <Zn ist, für =» Indices und Producte aus 


E 
dafs, wenn man den Index O ausschliefst, also r Indices und Elemente 


m Elementen vorausgesetzt wird. 

Angenommen, für n Indices gebe es ein nicht-cyclisches Product 
von 2 Elementen und dasselbe enthalte den Factor (12), so mufs es jeden 
der Indices 1. 2 noch einmal enthalten, denn käme der Index 2 nicht noch 
einmal vor, so wäre das übrig bleibende Product ein nicht - cyclisches 
rn —1'" Ordnung der n—1 Indices 1, 3, 4,... rn gegen die Voraussetzung. 
In dem betrachteten Gliede kommt also der Index 2 noch einmal vor, und 
zwar nicht in der Combination (21) (denn sonst wäre der Cycelus 1 2 ge- 
schlossen), also in einer neuen Combinalion, etwa durch das Element (23. 
Aus denselben Gründen kommt jetzt der Index 3 noch einmal vor und zwar 
nicht in der Combination (32) oder (31). (denn sonst wäre der Cyclus 2 3 
oder der Cyclus 1 2 3 geschlossen), also in einer neuen Combination. etwa 


durch das Element (34). Indem man auf dieselbe Weise fortfährt, erhält man 
16 * 
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ein Product von »—1 Factoren, welches abgesehen von der Ordnung der 


Indices die Form 
(12) (23) ... (n—1n) 


hai. und wie man jelzt auch den n'" hinzuzufügenden Factor wählen möge. 
so wird durch denselben immer ein Cyclus geschlossen. 

Für n=2, wo es nur das eine Element (12) giebt, ist die Unmög- 
lichkeit eines nicht-cyelischen Productes zweier Elemente augenscheinlich, 
folglich gilt dieselbe nach obigem Beweise allgemein, d. h. wie mun auch 


aus den are. Klementen (12), (13)... (1n), (23) etc. ein Product von 
n Kilementen bilden möge, so öst dasselbe immer ein cyclisches. Hiermit 
ist die Eigenschaft 3. an der Summe A nachgewiesen. 
Es bleibt jetzt noch zu zeigen, dafs die Summe A auch die Eigen- 
schaft 4. besitzt. Der in (O1) multiplieirte Theil von 
21...) 


sel 


(01)3(0,1,...n), 
wo kein Glied in B das Element (O1) noch einmal enthalten darf, weil sonst 
der Cyclus O1 geschlossen wäre. 

Jedes Glied von B wird eine Anzahl von Elementen (02) und eine 
"Anzahl von Elementen (1X) enthalten. Dafs beide Anzahlen gleichzeitig ver- 
schwinden, ist nach dem vorhin Bewiesenen unmöglich. Zwei Elemente (0) 
und (12) können nicht in demselben Gliede von 2 vereinigt sein, weil sonst 
der Cyelus O0 1 2 geschlossen wäre. Man betrachte irgend ein Product von 
Elementen, unter welchen (01) und (02) aber nicht (12) sei. An die Stelle 
von (03) werde (12) gesetzt, und das neue Product heifse dem ursprünglichen 
zugeordnet, so leuchtet ein, dafs zwei zugeordnete Producte zugleich cyclisch 
und zugleich nicht-cyclisch sind. Hieraus folgt, dafs der Ausdruck B die 
Elemente (02), (12) nur in der Verbindung (02)-+-(1z) enthält, wo © eine der 
Zahlen 2, 3. ... n bedeutet. Der von dem Index O unabhängige Theil des 
Ausdrucks B ist aber offenbar nichts Anderes als 

A(1,2,...n), 
folglich ist nach dem so eben Erwiesenen 
B(0,1,...n) = 4(0-+1, 2, 3.0. N), 
d.h. die Summe A besitzt die Eigenschaft 4. Hiermit ist die Identität der Aus- 
drücke S und der Summen nicht-cyclischer Producte A vollständig dargelhan. 








TRENNEN er EN 


pe, 
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Es möge noch schliefslich angedeutet werden, wie sich mit Hülfe der 
oben gegebenen Entwicklung des Ausdrucks S auch die Gliederzahl desselben 
bestimmen läfs. Man vermehre in S sowie in der Entwicklung von S jeden 
Index um © und setze alsdann an die Stelle des Index 2 das Aggregat 


0-+1--...+3, welches der Kürze halber mit bezeichnet werde. Der Ausdruck 
ae | 
(.,e-+1,...2+n) 

in welchen jetzt ‚S übergeht, heifse T', seine Gliederzahl , so ist 


— 5116 La 11y4 
I —= (-+1)(1- n--1) . 


In der That, die Entwicklung von T', d. h. diejenige, in welche die frühere 
Entwicklung von S übergegangen ist, enthält Ausdrücke. welche dem T 
ähnlich gebildet sind, für welche aber die Zahlen ?, n durch andere ersetzt 
sind und zwar n überall durch kleinere. Indem man im Fall solcher Aus- 
drücke, die einem kleineren an die Stelle von » gesetzten Werthe entsprechen. 
die Formel für 7 als gültig voraussetzt, zeigt es sich, dafs sie auch für T 
selbst gilt. Für n== 1 giebt aber die Formel den richtigen Werth —=:--1. 
also ist sie allgemein gültig. 

Für 2=0 geht T in 8 über und = in die Gliederzahl o von WS, 


welche durch die Formel 
oe = (n-+1)”-' 


bestimmt ist. 
Berlin, den 12'” Mai 1859. 











122 


Ueber eine mit der Gammafunetion verwandte 
Transcendente und deren Anwendung 
auf die Integralrechnung. 


(Von Herrn Kinkelin früher zu Aarburg gegenwärtig zu Bern. ) 





Theorie der Function @(z). 


$. 1. 


Ich habe früher eine Untersuchung über die Functionen, welche die 


ea 1 ı n—1 
fatflat+)t tet 
— np(n)+nw(n)f(ne) + n’y(n).e-+nw"(n).x-+ FOR nt ye)(n).e”, 


veröffentlicht (siehe @runerts Archiv Bd. 22). und bin dabei auf eine Function 


fie) = a—-(a+@,+.-+a,_)B,-.(@) 


(u—1) 
— va,logl'(2)+ d,B ur (2) +4, B, sa) + tale —1) 


Relation eingehen: 





(u—l) 
vekommen, in welcher log /'(x) für ganze Werthe von x die Bedeutung 


(u—1) 


log '(x) = 1" log1 +" log? ++ (2 — 1 log(e —1) 


hat und allgemein 


(u—1) (u—1) 
log /' (x --1) = a“ logr-+log/' (x) 


ist, welche Gleichung sich auf nn reellen Werth von z anwenden läfst. 
B,(x) bedeutet die Bernoullische Function, deren Werth für ganze Ar- 


gumente 
PLAL..t(2—1) 


während sie im Allgemeinen der Relation 
B,(z) = («—1+B,(@ —1, 
cenügt. Ihr Ausdruck wird von Raabe (Bd. 42 dieses Journals) durch die 


folgenden Gleichungen gegeben: 


‚2m+1 g— m A —1 
4 Bor, un 2” 4 u a )B; Eee 


Ist 


- 





ö * Ze: l 
B;n(%) — mt 3 fe 23—1 
rt? i=m a: JA—1 2m -H1 en 
I) us a 1 yir+l nn mar? 
LE) a Fr 3 )Bi- 
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wo Es den v'“" Binomialcoefficienten der «'“" Potenz und B, die 4" Ber- 


noullische Zahl, positiv genommen, bedeutet. Für diese Functionen bestehen 


die der ersten Gleichung dieses Paragraphen entsprechenden folgenden Glei- 


chungen: 
1 ın—1 1 2 
B..(2)+Bn(&+—)+ + Benla+—) = Bo, (ne), 


1 | —1\ 
Ban4(@)+ Bm (e+—)4 + Bonzı ” 5 n ) 


N} (—1)” Hi n"4 En 
= — B...(NE)- isn 
zm+ı( ) | 2m-+2 nor Hi m+1? 


nr +1 














so dafs man z. B. für die Function: 
B,(&) = }a’— 4a, 


die im Folgenden anzuwendende Relation 

1 n—1 1 Iin’—i 
(2) 4 ee a — — F) one 
B,(x)-+ B (4 | —) +B,(x de ) =— B,(nz) age 


hat. 
(ul) 


Gegenstand vorliegenden Aufsatzes soll es nun sein, die Function /'(z) 
(1) 


für den besonderen Fall «—1==1, also die Function /'(z). die wir der 
gröfseren Bequemlichkeit wegen mit @(x) bezeichnen wollen, näher zu unter- 
suchen, ihre Eigenschaften festzustellen, ihre Berechnung anzugeben und dann 
einige Anwendungen dieser Resultate auf die Ermittelung von Integralwerthen 








zu machen. 


8. 2. 


Das mit dem Namen der @ammafunction bezeichnete Kulersche Integral 


ee) Fils) — / etwda, 


u 


welches auch als Grenzwerth des folgenden Ausdrucks definirt werden kann: 


; u 1.2.3....0° 
(2.) (2) = lim (2 t+1)...(ae+k—1) 





hat bekanntlich die in den Gleichungen 
3.) T(z-+1l) =.zT7‘r), 


7ı 





\ 


(4) T(a)Ti1-e) 


sinser 
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enthaltenen Eigenschaften, wozu wir noch das von Buabe (Bd. 28. S. 12 
dieses Journals) veröffentlichte Ergebnifs 


(9.) Sog rit- z)dt = log — c-+4log?n 


hinzufügen. 


Nun setze man der Kürze wegen: 
> a 
(6.) / loeINDd = Fr). 
0 


so geht (5.) über in: 

(5°) F(&-+2—- Fe) = rlogr — + Hlog2ı, 
eine Gleichung. die für alle positiven Werthe von & besteht. Man summire 
dieselbe in Beziehung auf x über die ganzzahligen Werthe 1. 2, ... 2 —1. 


so erhält man: 
T 1) _ x(c—1 ) 
Fa) — Fi) = Zalege + 2(@—1)log2r, 
l 
oder da aus (9.) 


Fi) = 4log2n 


hervorgeht. 
vl 
— Y \ ! x(x —1) . 
Zrlge = Fir) + —— — zrlog?er. 
1 





Die rechte Seite dieser Gleichung behält für alle positiven Werthe von « 
eine bestimmte Bedeutung, ich bezeichne dieselbe mit log%(x) und definire 


diese Function durch die Gleichung: 
(7.) log@(z) = F(r)-+ I— — 4.rlog?n, 


so ist @ (x) eine Function, die für ganzzahlige Werthe von x in die Ex- 


x—1 


ponentialgröfse mit dem Exponenten Sirlog.r d. h. in 1'.2°... (2 —1)' 
I 


übergeht. 


$. 3. 


Setzt man in (2.) # für z, nimmt auf beiden Seiten die Logarithmen, 
und bezeichnet wie gewöhnlich das Product der Zahlen 1.2... mit k!, so 


erhält man: 


i=mk—1 


(2°)  logT't) = log(k!)+(t—1)logk — * log(t-+4.). 


Wir verstehen in dieser Formel sowohl wie später überhaupt unter k eine 
über jede endliche Grenze hinaus wachsende Zahl. 
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Integrirt man nun die soeben entwickelte Gleichung in Bezug auf £ 
zwischen den Grenzen 1 und x, so folgt aus Gleichung (6.) und unter An- 


wendung des Werthes von #'(1): 


F(xz) —Alog2rn = (re —1)log(kl)+1(2 —1)’log% 
i=k—1 i=k—1 | 
— = ka+mlog(e+r)— (at n})+ = {a+M)loga+1) — (+1). 
i=0 = 


Diese Gleichung enthält unter Anderem den bekannten für grofse Zahlen 
geltenden Näherungswerth der Facultäten. Man findet ihn aus derselben in 
der Form: 
8.) A et'kiyank, 

indem man £==2 setzt. Man hat sich dabei nur zu erinnern, dafs aus (5*.) 
F(2)=log2n —1 folgt, und dafs wegen der über k gemachten Voraus- 
setzungen k'*!.e für (k-+1)'*'! geschrieben werden kann. 

Die obige Entwicklung von F'(.) in Gleichung (7.) eingesetzt, giebt: 


log@(z)= Lx(2e—1)—}(2—1)log2r + (2—1)log(k!)+4c2—1)’logk+k(0—1) 


i=k—1 =k—1 
— > (z-+A)lg(e+4)+ Z& (4+1)log(4-+1) 
AU 0 


oder mit Anwendung von (8.): 
log@(z) = 4x(2 —1)+40(c -1)logk+k(& — 1)logk 


i=I—1 ds=k 
— > (r-+4i)lege+4)+=%logi 
0 j=1 


oder endlich, indem man wiederum von den Logarithmen zu den Zahlen 


übergeht: 


11.22. .kk.kka-D+Hx-D 
2° (ca HH)... (ae + k—1) HI 
Setzt man hierin z+1 für x und dividirt die entstandene Gleichung durch 


die vorangehende, so folgt: 


.eirx—1) 





(9) 6er) = 











I 0 
G(2-+1) = @(e2)- Eher .e 
oder. da 
BR. 7. 1 1 ge 
(e+k)xtk u r re, uN“ 
(+7) (142 
ist: 


(10) G(ce+l) = 2” Ge). 


Da nun für 2=1 aus (9.) 


Gi) =1 


Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 2. 17 
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folgt. so ist für ganze Werthe von x: 
1) Wert) = 1...” 


was schon aus der Definition des $.2 hervorging. 






Es bestehen Relationen zwischen dieser Transcendenten @ und den 
Gammafunclionen, welche jetzt angegeben werden sollen. Zunächst ist: 


2° (c+H1)..(2+k—1)+ 
BERN u fan \ BER \I1x—1 „1 .: 2 fa k 
—= [r. (2-1)... (r +k— 1)" 2.241)... (ce+k—1)". 
























Aus (2.) folgt aber unter Anwendung von ($.) 
e-kkk+x—1 Ik 


pm _14\ f- ap — . 
z(2+1)...(e+k—1) = 17) 1 





also erhält man, wenn diese Ausdrücke in (9.) eingeführt werden: 
11,2%... IK. eax&-D+Ak&—D) 


12) 6) = —e a 
(2n) ” k ? »z' a1)... (et k—1)k 





eine Gleichung, welche die Functionen @ und /' in Beziehung zu einander setzt. 


Schreibt man nun in dieser Gleichung zunächst 1-+-x für x, dann, 
unter der Voraussetzung dafs ze <<Z1, 1— x für x, und multiplieirt die er- 
haltenen Resultate, so folgt mit Zuziehung von (3.): 


sec. Kun ex: h u 
m we - 
EHEN 








(13.) @ 1-+.2).@(1—r) = 


TE 


$. 4. 

Schreiten wir nun zur Untersuchung des Ganges der Function @(z), 
so ist aus (9.) ersichtlich, dafs dieselbe für alle positiven Werthe von z ein 
positives Vorzeichen besitzt. Es ist ferner, wie bereits erwähnt, @(1)=1. 
Setzt man in (10.) nach einander z=0 und z==1 und erinnert sich daran, 
dafs sich x&* für 2==0 der Grenze 1 nähert, so schliefst man aus dem be- 
kannten Werthe der Function für z==1 weiter, dafs sie für 2=0 und 
r—-?2 denselben Werth erhält, so dafs: 

(14) G(0)=@(l) = &(?2) =1. 
Schon hieraus wird man schliefsen, dafs zwischen je zweien dieser Werthe 


ein Maximums- oder Minimumswerth enthalten sein mufs. Klarer geht dies 
indefs aus der Gleichung (7.) hervor, aus deren Differentiation mit Berück- 
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sichligung von (6.) folgt: 
dlog&G(.x) 
dr 


\ 





log 7 (2) + = — 4 (1-+-log 2) 
log /(z) + x —1.419... 


\ 


Bezeichnet man der Kürze wegen log@(.x) mit Ä, seinen Diflerentialquolien- 
ten nach « mit X’, so hat man also: 
X’ = log!’ (z)+x—1,419... 

Es ist bekannt (G@aufs, disq. gen. circa seriem etc. art.23). dafs /(z) 
oder. was dasselbe ist, das @aufssche //(c—1) für 2=0 sowie für 
x — unendlich grofs ist und dazwischen nur er Minimum hat, nämlich für 
21,462... den Werth 0,886.... Hieraus geht mit Berücksichtigung der 
Werthe Z1)=I7'?2) =1 für log/'(z) hervor, dafs log/'z) von 2=—=0 bis 
21 von +» bis O0 abnimmt, dafs es dann negativ wird, für z— 1,462... 


seinen Minimumswerth — 0,121... annimmt, für 2=2 wieder =(0 wird 
und von da an bis z=—= x fortwährend zunimmt. Man hat daher: 

er 20 X —4+o, 

- Dem X'—= —0,419..., 

- 2= 1,462... A = —0.078..., 

- 2m A' —= +0,581... 


und sieht daraus, dafs A’ einmal von 2=0 bis z==1 und einmal von 
z—=1,.462 bis 22 verschwindet. Die erste dieser Wurzeln berechnet 
man, da die JLegendreschen wie die G@aufsschen Tafeln der Gammafunction 
nur das Intervall von 1 bis 2 umfassen, am leichtesten, nachdem man in der 


T(i+») 


Gleichung X’—=0 an die Stelle von /'(x) den Quotienten ——— geselzt 
hat, so dafs sich dieselbe unter der Form 
0—= X'—=log!’(1+x2)+xr—logr —1,419... 
darstellt. Dieselbe wird durch den Werth 2=0,291... befriedigt. Die 
zweite zwischen 1.462... und 2 liegende Wurzel ergiebt sich aus der ur- 
sprünglichen Form der Gleichung: 
0—= X’ —=1logI(r)+ x —1,419..., 

und zwar findet sich für dieselbe der Werth x — 1,538.... Dies sind, wie 
sich zeigen läfst, die einzigen Wurzeln der Gleichung A’=0 von 2—0 
bis 2=%», so dafs X’ von 2=0 bis z = 0,291... positiv ist, von da bis 


21,538... negativ und von da bis 2 — x wieder positiv. X=log@(z) 
17 * 
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wächst daher von #==0 bis == 0,291..., wo es einen Maximumswerth hat, 
nimmt dann bis x==1.538... ab, wo es einen Minimumswerth hat, und wächst 
von da an ohne Unterbrechung bis ===. Dasselbe gilt natürlich von 
@ (re) selbst. 

Für negative Werthe von x hat @(x) im Allgemeinen keinen be- 
stimmten Sinn, da es alsdann nach (9.), sobald « keine ganze Zahl ist, ge- 
brochene Potenzen negaliver Zahlen enthält, d. h. Gröfsen, die, jenachdem 
und in Folge dessen die Exponenten jener Polenzen rational oder irrational 


sind, mehrdeutig oder unendlich vieldeuiig werden. 


$. 5. 

Zur Berechnung von @(x) übergehend, nehme man an, dafs A eine 
ganze Zahl, « einen echten Bruch bedeute, und seize =—=4-+.«. Durch 
wiederholte Anwendung der Formel (10.) erhält man dann die Reductions- 
formeln: 

eat a) = aaa 24 Ge), 


(15.) y 
| 0 — Eite, 


a% 





so dafs uns noch übrig bleibt @/1-+ x) für Werthe von x, die zwischen 1 
und 2 liegen, zu berechnen. 
Man hat bekanntlich die Reihe (Legendre, integr. Euleriennes, chap.IX, 
formule (12.)) 
lgri+H) = — OH 18? — ıSP 18, — 


in welcher 


C — 0,57721566490153282. 


“ . = 1 . 
die Mascheronische Constante bedeutet, und I, = =& —r Ist. 
r—1 


Integrirt man dieselbe von ?=0 bis {=r, so erhält man mit Be- 
rücksichtigung von (6.) und (7.): 


Zu ( 
og@1+2) = 411— C)2”— 4r(log2r —1)+ ne / 
Am? 


welche Reihe so lange convergirt als 0O<x=<{1. Um sie noch convergenter 


zu machen. benutze man die Reihe: 
| > (A) 
log (I+t) = ht, 
1=2 





u 
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Diese nach f zwischen den Grenzen O0 und x integrirt, giebt: 


1-+ r)log(1- x et a 3 A 4 
| TI) og ( 1 I) 2 =314 7 jary” F 


welches zu log@(1--.r) addirt, die Endgleichung liefert: 
(16.) log G(1- TC) „ 
a A Ari 


—= 42 — C)r’+42(3— log2n) — (1+ z)log (14x2)+2 1(A-1) ” 


im? 


Diese Reihe eignet sich nicht zur Berechnung von @/1--x) für das Intervall. 
in welchem 4<Z.@<Z1. Man bemerkt jedoch leicht, dafs aus (10.) folgt: 
loe@ (2 —ı) = (1— z)log(1— »)+log@(1— r); 
ist nun hierin O<2=<Z4, so sieht man, dafs man durch diese Relation 
die Werthe von @(1-+.x), für welche <x<1, ausgedrückt erhält durch die 
Werthe von @(1— x), für welche 0O<x=<-4. Diese letzteren findet man 
aber aus (16.), wenn dort a negativ gesetzt wird. Man hat daher in (16.) 
für x alle positiven und negativen Werthe zwischen O0 und 4 zu betrachten. 
um vermittelst derselben und der Gleichungen (15.) die Function @ für alle 

beliebigen Argumente zu berechnen. 
Es möge hier noch einer Reihe Erwähnung geschehen. die im Folgen- 
den angewandt wird. Aus (10.) folgt nämlich sofort: 
log @(z) = log@(1-+-x2)— rlogr, 
woraus man mit Hülfe von (16.) eine Reihe für log@(x) erhält. Wird zu 
derselben die aus (16.) für log@(1— x) folgende addirt. so gelangt man 


zu dem Resultate: 





(17.) log@(z)+log@(i1— x) 
— Syn in 


= (2—-C)r’—-(1-r)log1—-r)—(1+z)Jlog 1+2)—rloege— rar? 


Au 





S. 6. 


Wir gehen nun zu dem für die hier betrachtete Function geltenden 
Multiplicationstheorem über. Für die Gammafunction hat man bekanntlich: 


n—1 


(nz) = Fa)T(2+— u DHa4 8 nid) 2 





n 


oder, indem man die Logarithmen nimmt und £ für x schreibt, 


=zn—1 
i=n FR 





- A 
log!'nt) — = log (14 —)+ nt — 4)logn — — log 2.r. 
(==) n- 























130  Kinkelin, eine mit der Gammafunction verwandte Transcendente. 





Um hiervon zu einem ähnlichen Ergebnisse für die Function @ überzugehen, 
erinnere man sich an die Gleichungen (6.) und (7.) $.2, denen zufolge, wenn 


/ "og Id = F(x) 
seselzi wird. 


L (x —1) 
2 





log@(x) = F'(x)- — 4 rlog2n., 

oder mit Einführung der in $.1 gebrauchten Bezeichnung B, (x) = 4(2’—ı), 
log@(xz) = F(x)+B,(x) — 4log2n 

ist. Integrirt man die obige Gleichung nach / von O bis x, so erhält man: 


0 — / log (nt) dt +z/ log r(t4 ) di} (nz’—r)log ne log?ı, 


oder da | 
/ log I (nt) dt — — F (nz), 
S er(e+2)a — a++)-- (4) 
ısi. 
Ben — F (nz) +ZEF(<- +) — EZF(2)+ ı (na —z)logn— "rlog 9n, 


wo die Summen von A—=0 bis = n-—1 auszudehnen sind. 
Ferner hat man für die Function DB, (x) = 4(x°— r). wie bereits im 
8.1 erwähnt. 
1 A „—i 
(18) 9= — —B,(ne)+ZB(x+ —)4 I 
Endlich hat man für — 4 rlog2n die entsprechende Gleichung: 
1 | 1 ee | | 
0 = 5 (nz)log2r — &}(x+—-)log27 + }log2r(n—1)(z+ 4). 
Durch Addition dieser drei Gleichungen ergiebt sich: 
(19) 0 = - log 6 (nz)+Elog6 (24 A) +4 (na — z)logn — w(n). 


wo w(n) constant. d. h. von x unabhängig und nur von der ganzen Zahl n 


abhängig ist. 


$. 7. 


Die Bestimmung der Constante w(n) geschieht auf folgende Weise: 
Setzt man in Gleichung (19.) 2 =0, so ergiebt sich: 


(20) v(in = ZI0g6 (4), 




















Nee 
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da aus (14.) folgt, dafs log@(0)=0 ist. Die Gleichung (19.) wird also: 


| ’ B ' 4 wi log n 
0 = - —log@&(nx)-; Zlog@(x- —)— log 6 ()- z B,(na 





wo sieh die Summen von A=0 bis A=n-—1 erstrecken. Aus dieser Glei- 


chung läfst sich leicht eine Relation zwischen verschiedenen Gröfsen y(n) 
[2 
— und 


herleiten. Ist nämlich =» eine andere ganze Zahl, so setze man = — 
nm 


summire nach «u von u«—0 bis u m —1, dann ergiebt sich: 


1 u=m—l i=n—1 u=m-—1 km j=n—I1 AN 
0—= — — F log@ (£ 2 2 log6 (re) —ım 2 log@ 
n uzU m ZU uU) mn I)=0 [7 ) 





‚ looen !=” 
+ gn B : ”B, (£ : 
m 


n ul) 


Die ersten drei Summen sind nichts anderes als w(m), w(mn) und w(n). 


die vierte ergiebl sich aus Gleichung (18.) des vorigen Paragraphen, indem 


man an für » schreibt und «= setzt. 
m?’ —1 


eu 


m 
also hat man: 


1 


-log.n, 





1 ER 
ei; m) — my (n)-- y(mn) — 


12mn 


wo m und n irgend zwei ganze Zahlen sind. Indem man »» mit n vertauscht, 


erhält man 





> 
0 = —nw(m) — ya) + y (mm) — 75— en 1 logın 


und, indem man die eine dieser ONE von der andern abzieht, 


n? logm m’—1 , logn 


m — n? 
0 — w/m vn 15 — en 
n P\ + m m 12 „u 




















was man auch so schreiben Pe 

















log m log n 
wm) +, — vn) I 
m’ —i Bio nt 
m n 


Man sieht hieraus, dafs der Bruch, welcher die rechte Seite dieser Gleichung 
bildet, eine Function von n ist, welche ungeändert bleibt, welche andere 
ganze Zahl m man auch für sie setzen möge, d. h. unabhängig von n. Der 
vorliegende Bruch ist also eine absolute Constante, die = }log@® gesetzt 


werden möge, so dafs: 
. n n’—1 


— 








(21) v(n)+rz = —.—logö, 
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und es bleibt jetzt nur der numerische Werth von log @ aus einem besonderen 
Wertlie von n zu bestimmen. 


S. 8. 


Jeder besondere Werth von rn kann zur Bestimmung des numerischen 
Werthes von log@® benutzt werden. Als besonders dazu geeignete bieten 
sich die Werthe n=2 und n=4 dar. Setzi man in (21.) n=2, so folgt 
mit Hülfe von (20.) 

log2 
1100 — ER gay), 


setzt man dagegen n— 4, so folgt: 


logo — 158° 108 @ CH) + log E(H)-+I0g@R) 


und aus beiden durch Subtraction: 


(21°) glogo — log&(4)-log@(}), 





wodurch man, wenn in (17.) x = + geseizt wird, für log@® die Reihe erhält: 

(22) $logo—= 74(2 —C)-%log2 — 4(3log3-+5log5) 

mE ae 

iz (AH) +1) ED 
Zur Bestimmung von log@® kann auch n —= x geselzt werden. 

Führt man nämlich in (21.) für w(n) seinen aus (20.) folgenden 
Ausdruck ein, so erhält man die Gleichung: 

lg 4 ze), 


2n - n 











die, nachdem sie mit eg multiplicirt und n=—= x geseizt worden ist, in das 


folgende Integral übergeht: 
(23.) }10g® — / log@(t)dt. 


o 
Selzi man hierin für log@(?) seinen aus (7.) folgenden Ausdruck, so erhält man: 


” x 
(23) 4lgö = — 5 —tlog2n + / de/ log!'(tdt, 
2 12 74 J S 
oder nach theilweiser Integration und mit Berücksichtigung des Integralwerthes: 


Sogru)dt = }log2n, 


»1 
(22°. ı log ® u 1'z 4log an —/[ x log I\a)dx. 
7 
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Das hierin enthaltene Integral nimmt, wenn man & — 1—y setzt. die Form an: 
DEREN 1 
, zI(xz)dı — / (1— rs) IT (I1— z)der, 
0 Ö 
so dafs man auch das arithmetische Mittel beider: 


1 | | | 
3/ log !’1— z)dr -- VA log Zw) — log 21 — x) ode 
0 Ü 


an die Stelle des in dem letzten Werthe von log® vorkommenden Integrales 


setzen kann. So ergiebt sich: 


1 
log® — —I / log Zw) — log /'1—x,\wde. 
V 


Aus der in $.5. erwähnten Reihe für log 7'1-+f) erhält man leicht unter 


Anwendung der Gleichung 





log x) = log !'(1-- x) — log.x 
die folgende Reihe: 
Los I los /' .) N , SSH ar 
zlogI(z)—-lgli—- a) = — tlogr Cr 2577 2 : 
1 . 


die auch. mit Benutzung der Gleichung 





1 r & pi 
log Bei ne Br 
Re: o 1—r 1 2,41’ 


in die folgende verwandelt werden kann: 


— 4 {log Z'(r) — log !1— ®)} 
Sarı —1 2A+1 


— #logr+3log1+ =) — Hlog 1- D)+(C—1)r+ = 








Multiplieirt man dies mit x und integrir! dann zwischen den Grenzen O0 und 1, 


so folgt für log® sofort: 
Sp241—1 


EEE Wk RR N 0 ui 
(22.) 3lg®o = 4+30+2 (22 41)(2. +3) 


1 





Eine der Reihen (21.) oder (22.) dient zur numerischen Bestimmung von 
log @, und zwar findet man: 
loe® — 0,33084228. 


woraus: 


ö — 1,392140. 
Es ist noch anzuführen, dafs ® auch vermittelst eines unendlichen Produkts 


ausgedrückt werden kann. Setzt man nämlich in (22°.) für log!'x den am 


Anfang von $. 3. in (2°) angegebenen Werth. so ergiebt sich mit Be- 
18 
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nutzung von (8.) 
. 


Zılogi = —4K tr ++ rz}logk-- 3 log ® 


i=1 


oder, indem man zu den Zahlen übergeht, 
1.2.3... — et, 


Aus den Gleichungen (18.) und (20.) erhält man nun endlich das Mul- 


tiplicationstheorem in der folgenden Gestalt: 


(23.) G(nz) = \G(e). G(2+) .6(z 4 N" RE TE, 


$. 9. 


Die Gleichung (19.) des $. 6. läfst sich ebenso wie es von Kaabe für 
die Gammafunction geschehen ist, dazu benutzen, das Integral / ” log6@(t) dt 


vermöge eines Ueberganges vom Endlichen zum Unendlichen zu bestimmen. 
Durch » dividirt geht die Gleichung über in: 


We rin ner) logn , win) 
= —iog@ c+ 2) — = 2°) — }ogn\ +2 "aaa ehe ne 


n” x” n 








Seizt man in dem Coefficienten von xz° an die Stelle von logn die Differenz 
logene —logx, so läfst sich dies Glied in die beiden trennen: 


log G@(y 





4loge + x° 


wo y=nr. Läfst man nun » ins Unendliche wachsen, so dafs auch y ins Un- 
 endliche wächst, so nähert sich, wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben. 


em Constante Alog®—=c«, der Coefficient en von © der Grenze 0 


„ 


und die linke Seite der endlichen Größe / log@(t)dt. Es ist hieraus 


ersichtlich, dafs die von x unabhängige Gröfse, der sich für y=» der 
log&(y a 
Ausdruck m —4logy nähert, ebenfalls eine endliche Constante ? sein 





mufs, so dafs man die Gleichung 


/ = log GHd = 4r’loge+ßr+c« 


x 


erhält. Der Werth von / ergiebt sich durch Differentiation nach x, denn 
man erhält auf diese Weise: 


log@ (2 +1)— log@(z) = zlogx + (22 +4). 








a 
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Da aber nach Gleichung (10.) die Differenz linker Hand — xlogx sein mufs. 
so ist 2? +4 =0, = —L1, also: 
ST ıoeew dt = 4x’ (log(a”) —1)--1log@. 


Anwendung auf die Integralrechnung. 


$. 10. 
Multiplieirt man die Gleichung 
logsinnt —= logr — log It) — log /(1—t), 
die man aus (4.) erhält und die unter der Bedingung O<t!<1 gilt, mit di 
und integrirt zwischen den Grenzen O und x, so folgt mit Anwendung von 
(6.) und (7.) leicht: 
G(i—r) 


(24.) I logsinntdt —= log = Gm) ’ 0<r<l1. 





Hieraus folgt, wenn 4— für Z geselzt wird: 


J1og cosntdt —= log en : —-1<r:<[r} 
1 i 2 





und hieraus wieder für 2 —0: 








Sogeosat dt = — 1log2. 
Dies zu der vorhergehenden Gleichung addirt giebt: 
y 2 G(4—2) u a 
(25.) I logcostdt — log 5, GL2)’ 1<r<+l4. 
Durch Subtraction der Gleichung (25.) von (24.) erhält man ferner: 





(26.) Stogtang eat == 8 a D 0<r<; 


0 


und durch theilweise Integration findet man aus (24.), (25.). (26.) leicht die 
folgenden Integrale: 














er 1 G(i— x) 
/ fcotgntdt — — | zlog (2sin ax) — log G@) N. 
0 #<1, 
S ttangatdı == —{z10g(2 cosrc) log > 2 | . 
reset 2» 
nn 1. 6G-2)6() 
J sinntcosnt 7 (log (langae) log Gi1—a)6G(3-+2) E 


0<zr<H. 


18 * 
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nutzung von (8.) 

denk ; 
Zirlogk = Ik Er ie (AHA) Verlogk- 3log © 

ii 
oder, indem man zu den Zahlen übergeht, 

ı KpRE: Dg eur zu il 7 Di a 129773 

Aus den Gleichungen (18.) und (20.) erhält man nun endlich das Mul- 
tiplicationstheorem in der folgenden Gestalt: 


(23.) @(nx) = 16). G(& 4 G(24 n—1 )Y.n! nr) +) 





n 


8. 9. 


Die Gleichung (19.) des $. 6. läfst sich ebenso wie es von Aaabe für 
x+l i 
die Gammafunction geschehen ist, dazu benutzen, das Integral / . log @(t) dt 


vermöge eines Ueberganges vom Endlichen zum Unendlichen zu bestimmen. 
Durch » dividirt geht die Gleichung über in: 


u . 4 „(log G(n.r) logn , w(n) 
E—log6(c+—) — ır — }ogn| +2 >= a. u 


n”x* n 








Selzi man in dem Coefficienten von x’ an die Stelle von logr die Differenz 
loenz —logx, so läfst sich dies Glied in die beiden trennen: 


3aloege + = er e }logy |, 


wo y=nr. Läfst man nun n ins Unendliche wachsen, so dafs auch y ins Un- 


endliche wächst, so nähert sich, wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, 
; ] 
vn der. Constante llog@=«, der Coefficient a von z der Grenze 0 


und die linke Seite der endlichen Größe /log@(dt. Es ist hieraus 





ersichtlich, dafs die von x unabhängige Gröfse, der sich für y=ms der 
Ausdruck we — 4logy nähert, ebenfalls eine endliche Constante sein 





mufs,. so dafs man die Gleichung 


ST rgend — 4a’logr+ Ba’ +« 


x 


erhält. Der Werth von / ergiebt sich durch Differentiation nach x, denn 
man erhält auf diese Weise: 


log@ (ce +1) — log@(z) = zloegx + (2P-+})=. 
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Da aber nach Gleichung (10.) die Differenz linker Hand — xlogx sein mufs. 
so ist 2? +4 =0, = —H+, also: 
/ "og@d)dt = +a?llog(a*) —1)- Llogw, 
Anwendung auf die Integralrechnung. 
$. 10. 


Multiplieirt man die Gleichung 
logsinnt —= logr — log !'(t) — log !'(1—t), 
die man aus (4.) erhält und die unter der Bedingung 0<t{<1 gilt, mit dt 
und integrirt zwischen den Grenzen O und x, so folgt mit Anwendung von 


(6.) und (7.) leicht: 
‚x j Gi—ır : 
(24.) J logsinatdt — log 7, = 0<r<1. 





Hieraus folgt, wenn 4—/ für Z gesetzt wird: 
G(3— 2) 


I log cosntdt — gy64r0’ —I<r<r$: 
4 2 





und hieraus wieder für 20: 
S1ogeosat dt = — 1log2. 
0 


Dies zu der vorhergehenden Gleichung addirt giebt: 
G4—%) 


(25.) F log cos utdt —= log Gate)’ —41<re<+4. 


Durch Subtraction der Gleichung (25.) von (24.) erhält man ferner: 


(26.) F logtangatdt — log“ Ta ri 


und durch theilweise Integration findet man aus (24.), (25.). (26.) leicht die 











folgenden Integrale: 














2 1 G(i— x) 
/ fcotgntdt — — | zlog (2sin x) — log er f 
0<re<1, 
JS ttangardt = —[z10g(2 cos ur) + log Me | . 
= #< 4 
x tdi 1 G4—2)6G(e) 
I sinntcosnt = | @log (ang) + log G 1-60 (4-+2) E 


0<r<H. 


18 * 
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Das letzte dieser Integrale führt natürlich auch zu der Bestimmung des 


folgenden: Ei 
/ x td j 
J  sinnt i 

dessen Darstellung wir jedoch hier übergehen. Ebenso übergehen wir der 

ne ’ x dt 2 rcosntdt 

Kürze wegen die drei Integrale — —— , die 
0 « « 





en = 
e BET 











sin’nit ” cos?nt ” sin’zit 


sich aus den so eben dargesteliten durch theilweise Integration herleiten lassen. 


Ss. 11. 

Es ist klar, dafs man in die Integrale (24.), (25.), (26.) durch die 
Substitution af für 2 gewisse Constanten einführen kann. Es ist ferner er- | 
sichtlich, dafs man durch Addition von diesen Integralen auf solche kommen a 
kann, bei denen unter dem Integralzeichen der Logarithmus einer Summe | 
oder Differenz der trigonometrischen Funclionen sich vorfindet. Wir über- 
sehen es, diese Integrale vollständig aufzustellen und führen als Beispiel nur 
eins derselben ohne weitere Entwicklung an. Es ist dies das folgende: 


Da ah 


EEE 





(27.) I log (cosdbt — cosat) dt 

















Lo 
FE: G(l—3 (a+b) x) 2 G(1—4(a—b)x) = 

215108 GGUu-Lb)e) 13108 GGla—b)x) — rlog2, 

Ba A 
a>s, I<e< a+b 
Bemerkt man nun, dafs aus (7.) 

dlog @(.r) Fu j 5 
dx _ log (7) +2—4(1+log2n) ; 
folgt, und denkt man sich hierin (ax) für = geschrieben, wo g eine be- | 
liebige Function, « eine Constante bedeutet, so ergiebt sich: h 
log G (F(ar)) Iyplar) E 

Er — tlogI'p(as)--p(ar) —1 ; (1+log2m)} ——- 





Mit Berücksichtigung dieser Gleichung erhält man aus (27.) durch Diffe- 
rentialion nach « leicht das folgende Integral: 


@f tsinant dt = 2 Eu G (4(a+b)x) L 2 ri G(3(a—b)x) 
coshbnt— cosarnt  (a+b)’n Kuh  (a—b)’n °G(l—4a—b).r) 


log2, 














2ax 


log sin 4 (a-+b) na -- (a?—b°) re 


re 1 > —d)nc + 
are'r; r = log sin 4 (a—b) | 
ab, 0 < 2 <—: 


a+b 

















EN TS 
Da 


ER Br 


N ne tee 


TER 
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Eine Anzahl von ähnlichen Ergebnissen findet man aus den dem Integrale (27.) 


verwandten, von welchen oben die Rede war. 
S. 12. 


Wir wenden uns jetzt zur Herleitung einer 

as . a 

(26.) —arclangal für /, so erhält man leicht: 
st 


anderen Reihe von In- 


tegralen. Setzt man in 


x]lootdti 
29. —I mm 
( ) . 1+ a’t“ 





arctangax el — — arclang a. ) 
- - arclanp az log a. 
a ’ 


., 6G+z 


= —1l0g —— 


G (2 arclang ax) 6(}- -— Arc w ar) 
l 


0<2.<o, 0<-arctangar <4n; 








für a=1 und z=1 folgt hieraus: 


i 'Llogtdt G( 
(29°.) F: Far = en log; , 


VÜ 





oder da nach (20°.) 
log@(})-+log@(}) = $log@ 


ist, 
u | 
(29°.) Er — 2nlog@ — Anlog@(}). 


0 


Mit Hülfe von (29.) läfst sich ein anderes Integral ebenfalls auf die 


Function @ zurückführen. Es ist nämlich 


I adr ae arctang (—— 
1ta’+2acosxz 1-au? \44 


: cosrdr x 1-+a? I 
—T° aretang (- 


— 


11a’+2acsz 2a all—a?) 
a<i, z<n, 0<Zaretang < 37. 
Hieraus folgt durch Addition und Integration nach @ zwischen den Grenzen | 





“ u; 
- ang 3 I)» 








d 
tan 
7 


IQ 
Ye 
> 





und a: 


x 4-+a’t2acost FERE of’ u dt 
0 








oder 
t+cos.r dt 
= (S2 -loga+2f arctang rer = 
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oder, da nach (25.) 





x 
"x ‚ 64 3- 
/ log(2-+2cost)dt —= Anlog 


{ 6(4+3-) 
Sog I+ a’ + 2uacost) dt 
sG- 


— (2r — n)loga-+4nlog + arctang‘ tes @ = 
MAR: +3-) 


ıst: 





oder durch theilweise Integration des Integrals rechterhand: 


30) / "log(140° 1 2acost)di 

















bu ar areosxı. a 
= (B2 n)loga-- (7 ru sin.r los 
6 5 A-+COSXx 
Anlog rı au sınX u Lilien Su *) dt, 
11 
G( Ir cot2e4x 


a<Z z<n, 0<aretang <4n. 


Hieraus folgt unter der Annahme, dafs e—=4*7, mit Hülfe von (29.) und 
(29°.): _ 
(30°.) STedt+ a’ + 2acost)di 


TE u. e arctangu )- si —arc lang.) 


G (— arctang a): G (4 - = arctang a) 





— 2 arclanga.loga — 2nlog 


Die entsprechenden Gleichungen für den Fall, dafs «>1, findet man aus 


5 
den vorhergehenden leicht, wenn man . für a setzi. 


Es lassen sich noch eine grofse Anzahl anderer Integrale, die mit 
den bisher betrachteten verwandt sind, hieran anknüpfen, so namentlich 


f emen dt, p” — dt, FEIT f’ ii des. 
s j M 


9 
0 / y1—.a?t” 


doch übergehe ich der Kürze wegen die Entwicklung derselben. 
im Juli 1856. 

















Aarburg. 
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Sur l’Invariant le plus simple d’une fonetion quadra- 


tique bi-ternaire, et sur le Resultant de troıs fonetions 
quadratiques ternaires. 
(Par M. A. Cayley.) 








M. Sylvester a trouve depuis longtemps, pour le resulltant des trois 

fonctions quadratiques ternaires *) 

a,b, 5, ff, 9 A)la,y; ®%), 

IE EEE AR I FETT 

DAFT FH FIN, 
une expression remarquable 

12R = 160. — Ci}, 
ou Ci, C, representent des fonclions Parse des coefficients qui sont non seule- 
ment des invariants mais aussi des combinants des trois fonctions quadratiques 
(Voir le memoire de M. Sylvester „On Ihe Calculus of forms otherwise the 
theory of Invariants” $. VII. Camb. et Dub. Math. Journ. t. VIII pp. 256 — 269 
annee 1853, equation ( A.) p.267). Pour expliquer la formation de la fonction €). 
il convient de considerer la fonction quadratique bi-ternaire 
Umla, 6, 8, fh 4, BYaye)(änL 

7 Fu a 9; h' 
EEE dd 
A: EM, not 
4 4’ B' m, F*, @', H 
4". > eo #7 G" H" 


ceite notation representant la fonction. 
a, hr a  Viay, mn. 
+ a eure: 
+(@”, 0, e", f", 9", h')(y,2).d 
+(4, B, C,F, 6, H)(z,y,z).2n{ 
+(4', B/, C', F\, @', H’)(z,y,2).2 
+(4", B",C", F", @", H")(z,y,2)". 25, 





i* 





®. Dans mes publications anterieures 


*) Jecris ( )(x,y>2)’ au lieu de ( )\(2,Y; 23)”. 
qui font partie de ce Journal le signe (—) a et& substitue aux parentheses accouplees 


dont je me suis servi autre part, mais il vaut mieux omellre ce signe. 
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ou ce qui est Ja m&eme chose 
c 2 [yz+2y2z2- 2hıry)?® 
Hd WyH+ezt 2fyet2gert2hay)a 
"+ e -2f'yz 729 22 +24"ry)Q’ 
2Fyz+2G2z207r+2Hxy)2nt 
2F'yz--2G@'zc+2H'zy)2°5 
CS? +21 E'yz-12G"s2 - -2H"cy)25 


1 (4 «-+-By-C’’- 
1(A'r By 2 
n- (A? +B'y'- 








Soit 123 le determinant 
Ox 3 O,, ’ g | 
Ö.,; ö, 9 Ö,, 
Ö- hy) OÖ, br) Ö. 
3 
et 123’ le determinant 
O;» On» 0% 
£ r | 
O5, ar Fi | 
rn 
O:,, 0 L D | 





ei soient U,, ÜU,, U, ce que devient u 5 DR ber 2, Ya Rn Fin a 
Las Yay 32» 52, Ms 525 73 Y3, 7, 54 N35 5% au lieu de I, Y, 2, $, 75 6; 


on a alors cet invarianl (analogue a l’invariant quadratique d’une fonction bi- 


naire d’ordre pair) savoir: 





23’ UT,U, 





= 
ou comme ä l’ordinaire les valeurs &, y, x, 5, n, 5 sont retablies apres les 


= 


differentiations au lieu de &,, Yı> Zıs Sıs Ns Si, etc. 
Je represente cet invariant par 
u da Fr ir 
' ' ' 7 4 ' 
a, db, cd, ie 
a, b", ; er, g", h" 


A,B,C, F,6G, H 
4, B,C, F,6G, H 
v BD", rg e, G", HH, 


on voit sans peine que l’invariant peut etre developpe et quialors il prend 
la forme 
u de, h\ 
a, 6b, © r 9; h 
ER 


a ee 


EAN DERDT 0ı5 





ee ee ee 


a SS EIER ERRENE 
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[% u u? hi 
—ABCGFGH 

'4,B,C#KGn) 

| 2 “ #,. F, E h' 

‚CC, F,@, H 

5 2 Be, = n\ 

| a, Br, , f g, h' 

al, a 

4 ME A EEE 3 

Pr E = 6 5 6, H 
2:4, 8,C,#',@, 
ig ie 2,8,C,, #7,@, ei 


ou le premier lerme 


| a, 6; a 
m a, S; g, W 
Gi : % g' L 


denote la fonclion 
ab’ dc" -- ab" c’-+ a'b"c-— abe" -— abe’ — a’ b'e 
— 2af'f" — Ra ff — 2a" ff 
ag y"— bg g— 269g 
— 2ch'h" — 2ch"h— 2c"hh' 
+ 2fg "4 2yg"W fig" 4 igh"2f"gh 4 2p"g 
et de m&me pour les autres termes. L’invariant contient les termes 
ab'c" — 2AB'C"-+ 2/gh"—- AFG'H" 
— 2af'f' — 2aBC-+2aF” 
— 4AF'F"--4fAF—AfGH 
el on deduit de la son expression re en y ecrivanl 


ab'c" + ab" c’-+ a'b"c+ abe" + abe’ + abc 





au lieu de ab’c: 


aff af" f+ a ff +bg’y + bg" g + c"gg’-- chh—- chh-, c'hh 
au lieu de af’f”, et ainsi de suite; la somme des coefficients est 6--2.6 
+2.6+4.6-2.942.9+2.94-4.94+4.9+44.9= 216, ce qui esl 
, car il n’y a pas de termes qui se detruisent, et dans l’expression 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 2. 19 
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1 
384 
deux determinants carres est 36 X 36 = 1296, chacun de ces termes est mul- 


tiplie par le facteur 8X 8==64 introduit par la differentialion, et l’on a 
n 

354 

L’invariant qui vient d’ötre donne est lie avec l’invariant 7 de 

M. Aronhold (lequel se rapporte a une fonction ternaire cubique). fest 
pour cela que je le designe par la meme lettre 7, et pour fixer sa valeur 





1231723" U,U,U,, le nombre des termes qui composent le produit des 


x 64 x 1296 — 216. 


jceris 


2T = ab'c"- etc. 
Cela pose je forme les deux combinants (, et C,, de la maniere suivante. 


Combinant du sixieme ordre C,. Soient U, Y, W les trois fonclions 
quadraliques ternaires; considerez la fonction syzygelique AJUÜ+-uV + vW, ou 
„, u, v sont des quantites arbitraires, formez avec les variables S, », & le 
reeiprocant *) (multiplie par 2) de ceite fonction, le resultat sera de l’ordre 2 
par rapport aux coefficients de U, V, W, de l’ordre 2 par rappori ä 4, u, v 
ei de l’ordre 2 par rapport a 5, n, {5 ce. A d. ce rösultat sera une fonction 
quadratigue bi-ternaire de A, u,» et S,n,{ dont l’invariant 27T (lequel sera 
par consequent de l’ordre 6 par rapport aux coefficients de U, V, W)) est 
le combinant C, qu’il s’agissait de trouver. 

Combinant du douzieme ordre C,,. Considerez comme auparavani 
la fonetion syzygelique AU-+uV--vW, formez le diseriminant (multiplie 
par 6) de cette fonction; le resultat sera de l’ordre 3 par rapport aux 
coefficients de U, V, W et de l’ordre 3 par rapport a 4, u, v;c.äd. il 
sera une fonction cubique ternaire de 4, «, v, dont l’invariant S de M. Aron- 
hold **) (lequel sera de l’ordre 12 par rapport aux coefficients de U, V, W) 
est le combinant C, qu’il s’agissait de trouver. 





*) Le reciprocant de (a, b, c, f, 9, AY\(x, y> 2)” est 


due &, ns 
a, h,g 
h, b, f 
J; f; c 
, 86, 6 HE m 8°. 


a 


Sr 
\s 


an 
\ 








a) 


DD g 


= —( 


+ 


*#) Pour la fonction cubique ternaire 
(a, b, 6,1, 1, hy i, I; Ar, Dia, 9, 3)° 


RETTET RO RAR 





E 
A 
P. 
7 
+ 





rer 


N 








weitere " 


en RN r 


a N 


a a Wu FERN 





Cayley, recherches sur les fonetions ternaires et bi-ternuaires. 143 


On peut exprimer ces resultats d’une maniere abregee en disant que €, 
est Uinvariant 2T de la fonction bi-ternaire 2R et que Ü\, est Ürnvariant S 
de la fonction cubique ternaire 6D, R et D designant le reciprocant el 
le diseriminant de AU-+-uV -+vW. 


Pour demontrer l’equalion 
12R = 160, — Ü 
il suffit de faire voir que cette equalion est verifice lorsqu’au lieu des 
trois fonctions donnees U, V, W on substitue trois fonctions de la forme 
IU-mV-+nW, les coeflicients /, m, n ayant et@ choisis de maniere ä 
simplifier autant que possible les expressions des trois fonctions. II est facile 
de voir qu’il est permis de prendre pour les trois fonclions les formes dont 


s’est servi M. Sylvester dans son me&moire, savoir 

(2? — y), 

o(y’— 2”), 

y’—+-2fyz + 2922 4 2hry. 

Mais il suit des recherches de M. Hesse, et M. Sylvester aussi a depuis 
reconnu, qu’on peut prendre pour les trois fonclions les formes encore plus 
simples 

x" + 2lyz, 
y +2lzr, 
z+2lcy, 


qui se reduisent aux fonctions derivees de la fonclion eubique &’+y’+=°--6lryz. 
Or en prenant ces valeurs de U, V, W, on obtient 


‚U+uV-+rW = (ji, u,v, AH, ul, vl)(z,y, 2)". 


Le reciprocant (multiplie par 2) est 





l’invariant S est r 

T 2 (jk, +hi, 7 ), ) 

+31 (igk-+i, J,k,) 

+ 1 (ai +bjj,+ eh) 

— 1 abe 

— ündht ji itih, id) 

+ G’R+RR LE 

+ (bej,k+cak, i+ abi, J) 

— (atj+bj’k+ckitaitk, +Bjri,+ck?j,) 
19 * 
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= —?2 S, N; 6 
Er 
n, vl, u, M 








97 
Hl 


6, ul, U, v 


ce qui en forme developpee donne le resultat 


—2UR  » . + Qur 
3. Me . BE) 
+ —2lv 
+ (— 214° - +2Fur 
+ ( lu ’ Hari 
+... ’ — 2v 


et bi-ternuires. 


)& 
Vi 
+2lu )G 
)20n 
)28E 
+2 Au)2ns 


que l’on peut aussi exprimer comme fonction quadratique bi-ternaire, savoir: 


 . Er 








| — 27 1 
—_ 2, 1 
— 2a l 
_ 
I. 2 A - cc 


ts 1". 7 
(55 N,s)*» 


En repr6sentant l’invariant 27' par le developpement incomplet donne ci-dessus 
I p p 


on obtient dans le cas dont il s’agit 
IE u en 1 
Au er 1 
N 


—_ 21° 4 

Be ER 
BE m: 

— 21 pri 

ER | er EEE 
—ıaı ' 


ce qui se reduit ä la valeur finale 


1 


| — etc. elc. 
l° | 


Sa 











EL ER FEREE 


5£ 
2 


as RER Ed er Anei N : 
a ERTREENRTEE ee VER TI EEERTERTITEERETTTT, 


55 


“ ee = N Mn r SE er 
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— 80°-+2 
(41° --4° -- 40°) 
— (4-44) 
— (44° 4°) 
+2 (— 8-2) 
— 2(1— 201°’ — SU). 
Les invariants S et T de la fonction ceubique &’-, y’-- 3’ -- 6lwyz sont 
SS — —I-t 
T —= 1 — 201° — sl" 





l’invariant 27’ de la fonclion quadratique bi-ternaire est donc precisement 
egal a 2T, ou 7 est l’invariant qui vient d’ötre donne et on a 
6 == 37, 
Le discriminant (multiplie par 6) de la fontion AU--uV--vW est 
—6l4, b, lu] 
Il, u, 2 
du, v, v| 
—= br — Pa —Pr-- (1-2) kur) 


ou la fonction en parentheses est ce que devient le Hessien de la fonction 
cubique z’--y’-2°--6lryz, lorsqu’on y substitue A, u, v au lieu de x, y, z. 
Son invariant NS est 

— (1+-21°)2162° + (1+220°)' 

— 1-+-81°--2401°-- 4641° -- 161°. 
Cette quantite est en m&me temps un invariant de la fonction cubique 


ze’ +y’+z’-6leyz, 


et comme tel elle doit s’exprimer en fonction des deux invariants S et 7 
de cette derniere. Et en eflet la quantit@ dont il s’agit se reduit ä 


1-20 8% —48(— 111 = 77 —488° 


Nous avons donc 
T’—488°, 





©. F 


et comme nous venons de trouver 
4 en 2T, 
l’equation 12R = 160, — C} se reduit ä 











146 Cayley, recherches sur les fonctions ternaires et bi-lernaires. 


\ 


12R — 16(T?— 488?) — AT? 


12T? — 768° 


| 


ou enlin a * 

R = T’—648’, 
equation qui fait voir que le resultant & dont il s’agit est effectivement egal 
a R— (1--80°), c. a d., au discriminant de la fonction cubique 


3 Pe 3 bn ınrer 
a’ +-y’42°-6lıryz, 
ce qui donne la verification du theoreme general. Je m’etais servi d’abord 


d’une analyse moins simple, en considerant le cas dans lequel on prend pour 
les trois fonctions les formes 


2 2 
ao —yY', 
2 Yo 
em > 
vu ) 3 


2’ +y’+2°+21lyz -- Amzı -- 2ney. 


Il vaul la peine je crois, de donner les expressions correspondantes de C,, C,,, R. 
On a ici a considerer la fonction 


Key )tu@ ty ++ Aye+ Zmzr + ney)+ re —y) 
laquelle peut s’ecrire comme suit 
(ul, u—ı—v,u-trv,lu, mu, nv)(t,y,2). 


Le reciprocant (multiplie par 2) est 


BES u 2 , n, “ 
5, u-th, nu, mu 


n, nu, u—ık—v, lu 








CS, mu, lu, a + v 


et en ecrivant a, db, ec, f, 9, h au lieu de 1—!’, 1— m’, 1I—n’, mn —1, 
n!— m, Im—n, cette fonction est 


(2a? — Bu — Ir. — I?) 
+ (2bu + 2hu -- Zur - avi) 7 
+ (2cu EN 2yu — dyi 232) p 


\ 


+ (2fu? En all.u )2n£ 
4 (2guw + Amku + 2muv) 255 
+ (2hu! — anvu 28 


ou ecrite en forme de fonclion quadralique bi-ternaire 





EUR Pr 


re eree eereer 











3 
3 
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=( 02a, —2, 0, —1, 1), ur) (57,8). 
28, :.& ei 1 
—2, 2c, 0, —1, —1, 0 
nu © 0, 0, —! 
0, 24, 0, Be 
0, 2k, 0, —n 0, 0 


En exprimant comme auparavant l’invariant 27’ par une somme de cing termes. 








on trouve sans peine que ces termes sont respeclivement 15—4l’—4Am’—4n‘, 
— 4, —4m’, —4An, 0; linvariant sera done —S(l’+m’-+n’)-+-1S; et 
l’on a pour le combinant du sixieme ordre 

GG = —8(l’4m-+n) +18. 


Le discriminant (multiplie par 6) de la fonction AU-+uV--vW est 








— 6lu-+s, nu, mu, 
nu, u—v—/4, lu 
mu, du, u--v 
— 0 +6(1— 1 — m’ — n?-- lınn) u? + 0v° 
+ 6 (m? — n?) utv — 67? u — 64° u — bu? — 6vR? 46 (m? — hu? — baum 


—= (0, 6(1— 1’ — m’ — n’- 2lmn), 0, 2 (m — nn’), —2, —2, — 2. 
— 2, 2(m — U’), —1) (A, u, vr) 
— (a,b, 0,1, j,k, 9, j1, kı, !)(A, u, v)’ 
ou on a pose a=0, b—=6(1— 1’ — m’ — n’--2lmn), etc. L’invariant 8 
de cette derniere fonclion est 
— 1 
— 2 (— 4(m? — U’) -{-4—4(m? —n’)) 
— 3 (8 (m? — n?) + 8(m? — 1?)) 
— 4b 
+ 16 (m? — n?) — 16 (m? — n?) (m? — 1?) +16 (m? — U?) 
+ 16 (m? — n’’ 416 + 16 (m? — 1°)’ 
-- 165 
= 9135 +16 (mn! — m’n’— n’l’ — U’ m’) 
ou, si l’on substitue la valeur de 5 
CC: = 16! m! nt! — mn — nl — m) 
+144lmn - 72 (U m’ n’)—+ 81. 
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On vient de lrouver 
G = Ss" m-n°)+18, 


equaltion qui donne 
G = 64’ m’ + n'-- am’ n’ 42m +20 m) 
— 288 (1° -4- m’ n?) + 324. 
De ces resultats combines on conclue 
160, —C = 192 (1*-- m’ + n! — 2m? n? — an’? — 21° m’) 
-+-2304lmn — 864 (1° -) mn + m’) + 972. 
Evidemment l’expression du resultant est, ä un facleur numerique pres. 
RK = (3+214-2m--2n) (34+21— 2m — an) (3—2l--2m— Rn) (3— A—2m--2n) 
ou en reduisant 
R = 16(- m’ n! — 2m’ n’ — an’ — WU: m) 
+ 192 lmn — 72 (U m’ n’)-+81. 
On retrouve done 
122 = 160, —C;, 
equation quiil s’agissait de verifier. 
En terminant je remarque que la plus grande partie de ce memoire 
est tire d’un manuserit date „Machynlleth 13 Aoüt 1853”. 


Londres,. 22 Mars 1859. 
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Ueber das Gleichgewicht schwimmender Körper. 
(Von Herrn A. Ölebsch zu Carlsruhe.) 





D:. älteste Theorie der Stabilität schwimmender Körper ist die Theorie 
des Metacentrums. Indem man den Körper ein wenig aus seiner Lage ge- 
dreht dachte, suchte man die Bedingung auf, welche erfüllt sein mufste, damit 
er das Bestreben zeige in seine frühere Lage zurückzukehren; und man hielt 
die Gleichgewichtslage für stabil, und nur dann für stabil, wenn diese Bedin- 
gung wirklich erfüllt wurde. Diese Theorie ist von Duhamel (Journal de 
l’ecole polyt., 24. Cah.) kritisirt und berichtigt worden; man kann ihr indelfs 
den Vorwurf der Unvollständigkeit vielleicht noch aus andern Gründen machen, 
als welche Duhamel angiebt. Es könnte sein, dafs der Körper im ersien 
Augenblick sich aus seiner Lage noch weiter entfernte, aber durch den hydro- 
dynamischen Druck zurückgeführt würde, ehe seine Oscillationen eine endliche 
Ausdehnung erreicht hätten. Und in diesem Falle würde der Körper also 
stabil sein, obwohl die alte Regel des Metacentrums das Gegentheil aussa- 
sen würde. 

Indem man diese Regel verliels, begann man die Gleichungen für die 
Öscillationen des Körpers aufzusuchen, und näherte sich so einer sirengeren 
Behandlung. Diese Gleichungen finden sich in den Lehrbüchern von Porsson 
und Duhumel wenigstens dem Princip nach entwickelt und führen ebenfalls 
noch auf eine sehr einfache Regel. 

Diese Gleichungen stützen sich indels auf die Annahme, dafs man 
während der kleinen Bewegungen des Körpers den hydrodynamischen Druck 
durch den hydrostatischen ersetzen dürfe. Nun unterscheiden zwar beide 
Arten des Drucks sich in diesem Falle nur um unendlich kleine Gröfsen, 
welche von der Ordnung der auftretenden Geschwindigkeiten sind. Dennoclı 
zeigt es sich, dafs man diesen Druck zu vernachlässigen nicht berechtigt ist. 
Denn es zerstören sich die hydrostatischen Druckkräfte bis auf unendlich 
kleine Gröfsen gegenseitig, da die Bewegungen in der Nähe der Gleichge- 
wichtslage stattfinden; bei den hydrodynamischen Druckkräften hingegen, welche 
durch die Bewegung hinzutreten, findet eine derartige gegenseitige Vernich- 
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tung keineswegs statt, da sie im Allgemeinen überall der Bewegung des 
Körpers entgegengerichtet sein werden; und so sind offenbar die Wirkungen 
dieser Kräfte genau von derselben Ordnung, wie die Totalwirkung des hy- 
drostatischen Drucks. 

Durch diese Betrachtung leuchtet ohne Weiteres ein, dafs die gewöhn- 
lichen Bewegungsgleichungen eines schwimmenden Körpers nicht blos unge- 
nau und etwa als erste Annäherung zu betrachten sind, sondern dieselben 
sind nolhwendigerweise durchaus falsch, indem sie Glieder vernachlässigen, 
welche mit den berücksichtigten von derselben Ordnung sind und oft jene 
übertreffen, ja oft allein die Bewegung bestimmen, wie bei der Drehung eines 
symmelrischen Körpers um eine verlicale Axe. 

Ich habe daher im Folgenden eine strenge Theorie dieser Erscheinun- 
gen darzulegen versucht, indem ich die gleichzeitigen Bewegungen des Kör- 
pers und der Flüssigkeit neben einander betrachtet habe. Die Schwierigkeit 
der Aufgabe hat es nicht gestattet, einen speciellen Fall bis zu Ende zu 
verfolgen, viel weniger eine allgemeine einfache Regel abzuleiten; doch auch 
so scheint die Eigenthümlichkeit des Problems nicht ohne Interesse. Es zeigt 
sich, dafs eine transcendente Gleichung die Bewegung des Körpers bestimmt, 
welche daher unendlich vielfache Formen annehmen kann. Das Gleichgewicht 
ist stabil, wenn diese Gleichung nur negative Wurzeln hat. Die Aufstellung 
der Gleichung hängt von der Bestimmung eines Potentials ab, welche sich zu- 
letzt durch die allgemeine Auflösung der Aufgabe erledigen läfst, den statio- 
nären Wärmezustand der Flüssigkeit zu ermitteln, wenn durch die Oberfläche 
des Körpers (diesen ruhend gedacht) und durch das ruhende Niveau in jedem 
Augenblick gegebene Wärmemengen strömen. Es zeigt sich ferner, dafs die 
erwähnte Bedingungsgleichung von etwaigen Bewegungen der Flüssigkeit un- 
abhängig ist; dafs hingegen jeder stabil schwimmende Körper durch kleine Be- 
wegungen der Flüssigkeit in endliche Bewegungen versetzt werden kann, 
sobald ihre Periode mit einer derjenigen Perioden übereinstimmt, welche der 
Körper für sich in seinen Bewegungen anzunehmen bestrebt ist. 

Am Schlusse sind einige Vereinfachungen angegeben, welche die 
Theorie annimmt, sobald der schwimmende Körper in Bezug auf zwei gegen 
einander senkrechte Vertikalebenen symmetrisch ist. 
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$. 1. 


Gleichungen für die Bewegung der Flüssigkeit. 


Ein Körper von beliebiger Gestalt schwimme auf einer auf der Seite 
der positiven Z überall unbegrenzten Flüssigkeitsmasse, so dafs, wenn Alles 
sich in Ruhe befindet, die XY-Ebene das Niveau der Flüssigkeit bezeichnet. 
Wenn der Körper und die Flüssigkeit selbst durch kleine Anfangsgeschwin- 
digkeiten und Anfangsverschiebungen aus der Ruhelage gebracht werden, so 
entstehen in der Flüssigkeit kleine Geschwindigkeiten, welche zur Zeit für 
die Stelle z, y, z durch w, v, w bezeichnet werden sollen. An eben dieser 
Stelle herrscht dann ein Druck p, welcher sich von dem hydrostatischen 
Drucke A+ymz (durch = die Masse der Volumeneinheit der Flüssigkeit 
und durch A den atmosphärischen Druck bezeichnet) um eine Gröfse P unter- 
scheidet, welche von der Ordnung der kleinen Geschwindigkeiten ®, v, w 
sein wird. Die allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen 




















u SF _ > ou ou 
0—- rm tut tw), 
Or ot X a 
op |, Bw: #88 ou 
= —+m— 84-70 +0 or]: 
oy oR} oy ' 03 
Dv , _/dw ‚„_9w , _dw ow 
gm — —— Mr TU ca TU —— 4 en he 
' 0% ot 7 SE; 02 
ou ov ow 
— + + = 0 
Or |! &y ! &% 


kann man dann durch Einführung von P, sowie durch die Annahme verein- 
fachen, dafs bei der aufserordentlichen Kleinheit der Bewegungen nur die 
ersten Dimensionen der Geschwindigkeiten und ihrer Differentialquotienten 
berücksichtigt werden dürfen. Denn denkt man sich die Gröfsen P, uw, v, w 
sämmtlich mit einem unendlich kleinen constanten Factor behaftet, welcher die 
Ordnung der Anfangsgeschwindigkeiten ausdrückt, und läfst man dann diesen 
Factor sich der Grenze Null nähern, so gehen die obigen Gleichungen über in: 


0 
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Wenn man nun die ersten drei Gleichungen nach Z integrirt und durch 
U. ©, W, die unsre bezeichnet, so kommt: 


t 
u == U) NE SE (= dt, 
n: 
vu —-— fe 
u. 0 I 
w = we rau 


Wenn man dies in die letzte der obigen Gleichungen einführt, so erhält man 
ou ov + -- op o’P o’P 
FE BE 0 -! \ 
de > ie“ EZ +agr)dtr 


und es wird dieser Gleichung genügt, wenn ihr Differentialquotient nach Z 











verschwindet, oder wenn, da %,, ®,, w, nur Functionen von x, y, & sind, 

| o’P pP » E 

a et 
und wenn aufserdem die Gleichung für einen beliebigen Werth von £, z.B. 
für 2—=0, erfüllt wird, so dafs also 

ou, ov, ow, 

(2.) pn 7 dy Fr u 0. 
Die Gleichung (1.) zeigt, dafs die Abweichung P des hydrodynamischen 
Druckes von dem hydrostatischen ein Potential ist; während die zweite Glei- 
chung eine nothwendige Bedingung zwischen den Anfangsgeschwindigkeiten 
feststellt. 

Die Functionen P, u,, ®,, w, haben noch verschiedenen andern Bedin- 
gungen zu genügen, welche sich auf die Oberfläche des eingetauchten Kör- 
pers, auf die freie Oberfläche der Flüssigkeit und auf die in der Unendlichkeit 
gelegenen Punkte beziehen. In den letzteren wird man die Flüssigkeit als 
ruhend betrachten können, und es darf daher in ihnen der Druck von dem 
hydrostatischen sich nicht unterscheiden, so dafs überall im Unendlichen auf 
der positiven Seite der Z 











Ge) F=% 
An der Oberfläche des eingetauchten Körpers mufs die Normalge- 
schwindigkeit der berührenden Flüssigkeitstheilchen nothwendig mit der Nor- 
malgeschwindigkeit des berührten Punktes im festen Körper übereinstimmen. 


Bezeichnet man also durch «, v, w die Geschwindigkeiten eines Punktes der 
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Körperoberfläche, durch die Winkel «, £, y die Richtung der von dem Körper 


abgewandten Normale, durch dn das Element derselben und durch = den 


Ausdruck 


oP oP oP 
dat, cosß— 3, 6057; 


so erhält man die Gleichung: 


:oP 
(4.) ucos«-- v.cos ß-1 WwC0SY — U,cos« - 9,008 -- 12087 — dt. 


m on 


In dieser Gleichung sind «, /, y mit der Zeit veränderlich, und PER gilt 
für alle Punkte der eingetauchten Körperoberfläche, deren Gleichung wiederum 
mit der Zeit veränderlich ist. Da aber alle diese Veränderungen unendlich 
klein sind, so würde die Berücksichtigung derselben obiger Gleichung nur un- 
endlich kleine Gröfsen höherer Ordnung hinzufügen; man darf also mit Ver- 
nachlässigung höherer Ordnungen für «, /, y die von der Zeit unabhängigen 
Werthe setzen, welche diese Gröfsen für die Ruhelage des Körpers anneh- 
men, und darf zugleich die Gleichung (4.) für diejenigen Punkte gelten lassen, 
welche in der Ruhelage der Körperoberfläche angehören. Ist die Gleichung 
dieser Oberfläche in der Ruhelage 
5) fa,y2) = 0, 

so gilt also die Gleichung (4.) für alle Punkte dieser Oberfläche, welche 
positiven Werthen von Z entsprechen. 

Behandelt man nun die Bedingungsgleichung (4.) wie oben die allge- 
meine Gleichung für P, so löst sie sich in die beiden auf: 


(6.) 


welche zu jeder Zeit, und 


du 1 oP 
sat ct Zr = 


(7.)  W,cos@-+v,cosß-+w,c0Ssy — U,C08 &-- %,C08 I W,C0S7, 
welche zur Zeit =0 gelten mufs, und in welcher %,, ®,. ww, die Anfangs- 


werthe von a, v, w bezeichnen. 
An der freien Oberfläche endlich mufs der hydrodynamische Druck 


— P-gmz +4 
den Werth A annehmen, d. h. es mufs das vollständige Differential Null sein, 


dz : 
r da — — W 
oder, z w ist, 


h oP 
0 = gmw- Frustrl tw 1% 
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Diese Gleichung bezieht sich auf die freie Oberfläche, welche von der Ebene 
z2—( nur unendlich wenig abweicht. Man kann daher, ganz wie oben, diese 


Gleichung auf 


an 


n ‚, o9P 
8.) %= ymw- r 


redueiren, und sie für s—0 gelten lassen. indem man nur Gröfsen höherer 
Ordnung vernachlässigt. 
Führt man hier für w seinen Werth ein. so kommt 
oP top 
Fa ee 


Ü 


und wenn man diese Gleichungen wie die früheren behandelt, erhält man für 
alle Werthe von f: 
o’Pp oP 
9. — —— 
( ) ot? g Or 
und für = 


(10.) (=), +gmw, —= Q. 


Man hat somit folgende Bedingungsgleichungen erhalten: 
1. für alle Werthe von £ und für alle Punkte der Flüssigkeit: 


PP, pP 
a Hr 





2. für alle Werthe von ? und für die verschiedenen Theile der Flüssig- 
keitsgrenze: 


‚P=0 (im Unendlichen), 








du ' dv 2 dw 1 oP . 
‘ — er — BE ui —— — Ü 2) = 
(12) | reset eosß+ cos) sm lü i,y,2)=0). 
°P oP N 
3. fert— 
ou, | Go 1 u _o9 (in der ganzen Flüssigkeit) 
: Pa er a Ze ° BETEN 


(13.) u,c0s . v, cosß— w,c0SY — u,c0osa@ --v,cosPß + w,cosy 
(für f(z, Y> 2) = 0). 
P\ 
=) + ymw, —0 (für z=0). 





Von den letzten Gleichungen wird im Folgenden kein Gebrauch ge- 
macht werden. Denn da die Gleichungen (11.), (12.) die Function P nicht 
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vollkommen bestimmen, und da diese allein, nicht aber ,, v,. ww, in die spätern 
Gleichungen eingehen, so kann man sich die in der Flüssigkeit etwa vorhan- 
denen Anfangsbewegungen durch die Willkürlichkeiten dargestellt denken, welche 
diese Function noch mit sich führt; und es würde dann immer möglich sein, 
wenn über P bereits vollständig verfügt ist, aus den Gleichungen (13.) an- 
gemessene Anfangsbewegungen darzustellen. 


S. 2. 


Gleichungen für die Bewegung des Körpers. 

Um die Bewegung des eingetauchten'Körpers zu untersuchen, lege ich 
in dem Körper ein Coordinatensystem fest, welches durch «’, y’, 2’ bezeich- 
net sein soll. Der Anfangspunkt desselben sei der Schwerpunkt; die Axe x’ 
soll in der Ruhelage mit der Axe x zusammenfallen, so dafs sie vertical nach 
unten gerichtet ist und durch den Schwerpunkt der verdrängten Flüssigkeits- 
masse hindurchgeht; während die Axen =’, y’ für die Ruhelage den x, y 
parallel gehen. 

Bezeichnet man nun durch 2, die Coordinate des Schwerpunktes im 
System x, y, % für die Ruhelage, so sind beide Coordinatensysteme ver- 
bunden durch Gleichungen von der Form: 

u staxz+Py'+y?, 


] > 


„’ a 
nt X TPı) Tr Yı® > 


> pP m! <-n ' 
tt Hy tr” 


(14.) 


e 


2 


\ 


Von den neun Cosinus «&, P, y etc. sind in dem Falle sehr kleiner Bewegungen 
drei, nämlich «&, /,, %:, bis auf Gröfsen der zweiten Ordnung gleich 1, und 
die übrigen sind unendlich kleine Gröfsen der ersten Ordnung. Die bekann- 


ten Beziehungen 


eBß+m,Pı-+ oh —= 0, 
Pr+PyntPyp = 0 
yazyıhıt 2% — 0 
redueiren sich also dann auf 
y=-P=9, 
ER RT RE 
PB=-um—=,% 


wo nun 9%, g, w unendlich kleine Winkel bedeuten, um welche man successive 
das eine Coordinatensystem drehen mufs, damit dasselbe in die Lage des 
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andern geführt werde. Und so gehen die Gleichungen (14.) bis auf Gröfsen 
höherer Ordnung in die folgenden über: 


= a 0 +59 ur, 
(15.) vr y +n7+g92'’—4Ir, 


\ 





u ET a Zt 
Aus diesen Gleichungen erhält man durch Differentiation nach der Zeit: 

de _ ME, . dd _. dv 
da a’ m dt? 

dy __ dm Re dp „ds 
mw rer 

da dd ‚ dhy ‚dp, 

u u ei 


und aus diesen gewinnt man die in $.1 mit v, v, w bezeichneten Geschwin- 
digkeiten, wenn man «', y’, z’ einen Punkt der Körperoberfläche bedeuten läfst. 
Zugleich kann man aber dann, was bis auf Gröfsen höherer Ordnung erlaubt 


ist, 2’, y’, 2’ erselzen durch &, y, 3—2,; und so gewinnt man für w, v, w 
die Ausdrücke: 





je dE ,..d$ & dıy 
er Ar Zu % 
u > 07 dn | Zr dp _dö 
a ni Arne Mu Z 
- di | dıy . dp 


u Ze 

Die Ausdrücke (16.) müssen nun in die allgemeinen Bewegungsgleichungen 
des Körpers eingeführt werden. Bezeichnet man durch A, B, C, 4, B, C' 
die Gesammtcomponenten und die Drehungsmomente, welche von dem Ge- 
wichte des Körpers und dem hydrostatischen Druck herrühren; bezeichnet 
man durch do ein Oberflächenelement des Körpers, und also durch Pcoso.do, 
Pcos/do, Pcosydo die von dem Druck P in diesem Element herrührenden 
Componenten. so sind bekanntlich die Gleichungen der Bewegung folgende: 


dx : 
7 Im — A— /Peosa do, 


(18.) 2 dn = B— / Pcosß do, 


C— /Peosydo; 


' d’z 
FT dın 

















e) 
5 
% 
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d’y r 
/@ ee - Yu =) dm — A — /P(zcos ß— ycosy)do, 


(19.) /(& 2 —_ 27 )dm 


2 d? D) 
I = — » )dm — € — /Piycosa— xcosß)do, 


die Integrale links über den ganzen Körper, rechts über die ganze benetzte 


| 





B' — P(xcosy — 2c0sa) do, 





Oberfläche ausgedehnt. 
Um hier zunächst die linken Theile zu reduciren, bezeichne ich durch 


M die Masse des ganzen Körpers; dann ist ohne Weiteres, da offenbar 


f« dın — /y'dm — /z2’dm —= 0 


zu setzen ist, in den Gleichungen (18.): 


2c 
/ “. dm —= M- z 








dt’ 
’d’y ei 
7 dm — M ro 


ni 2% 
/ nie dm — mf>. 
dt’ 


In den Gleichungen (19.) bemerke man, dafs Gr etc. bereits unendlich kleine 


Gröfsen sind; daher kann man x, y, & durch «', y’, 2’+2, ersetzen, und es 


wird dann: 
dd”, 
Sem rar) 
d’n „dp ‚d’$ ; | MR ‚dp 
— /[e@'- 20) ru Fe an E: Br er  ) [don 


BE p dw | Fa d’n 
— Ma, - 








Ad ——= + Aıı ——— +2 
er I a Dr er 7.3 


/(« tr ie 22, dın 
» 2 %s 2 2 y 
- (Het ge] a 


ER d’p d’yy d’F d?E 
nn M (02% RTE + Ay zer q Ay Tr — % Tr) 


IH u 2) din 


| 3 wi d’y m d’n Zr A’ “ 3 ] 
— /|y ar dt? Kira, . di? .. 7 ii Sn ar T m) dın 




















p d’ıy d’3 
— M (a, u? nu Gy 8 + a, m); 
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wobei die Bezeichnungen eingeführt sind: 


' Ma, = [(y”-+s”)dm, Ma, = — [y'z' dm, 
(20.) Ma, — [(z"-+x”)dm, Ma, = — / sr dm, 
Ma, —= f(x" -+y")dm, Ma, = — fe" dın. 


Was ferner die Bestimmung von 4, B, C, A’, B', C' betrifft, so 
kann man diese Gröfsen dadurch bilden, dafs man in jedem Punkt des Kör- 
pers, dessen Volumenelement dv’ sei, das Gewicht gm’dv' abwärts, und in 
jedem Element dv des in die Flüssigkeit eingetauchten Theils, das Gewicht 
gmdv der verdrängten Flüssigkeit aufwärts wirkend denkt. Alsdann erhält 
man d= B—=Ü'—(, und für 4’, B', EC die Formeln: 


Co 9 m’ dv’ — gm [dv, 
A—= —yg / yın'dv' -} gm f y dv, 


WB == 9 fam'dv = gm fx dv, 


wo rechts immer die ersten Integrale über den ganzen Körper, die andern 
aber nur über denjenigen Theil auszudehnen sind, welcher von der einge- 
tauchten Oberfläche und dem horizontalen Niveau der Flüssigkeit abgegrenzt 
wird. Die erstern nehmen sogleich die Werthe 
gM, — gnM, ysM 

an. Um die letztern zu berechnen, theile ich die Integration in eine solche, 
welche über den von dem ursprünglichen Niveau 2 —=— x, abgegrenzten Kör- 
pertheil auszudehnen ist; und in eine andere, welche über den zwischen 
der ursprünglichen und der spätern Niveaufläche (2 —= — x, und == 0) lie- 
genden Körpertheil auszudehnen ist. Der erste Theil liefert die Integrale 

— mV, gmV (n-+yx), — 9mV (5 — wz), 
wo VW das Volumen der verdrängten Flüssigkeit für die Ruhelage, x die Tiefe 
des Schwerpunkts dieses Volumens unter dem Schwerpunkt des Körpers be- 
deutet. In den letzten Theilen, welche sich über einen unendlich kleinen 
Raum erstrecken, kann man x, y durch «’, y’ ersetzen; dann aber wird, in- 
dem man nach 2° integrirt und bemerkt, dafs 


!=—2, und z=0 oder !—= —u—-{6—yr+ogy' 


die Grenzen der Integration sind, 








BETEN Re en 


De A I Ren DL Eee 


3 
R; 
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— m/f dv — m/f d.c' dy' dz! — — gm [ (54 we — yy')d.a' dy, 
gm [y dv — gm f ydaı'dy'd!—= gm[y(C-+wae' — yy')da'dy', 


— gm fx dv — — gm fx’ da’ dy'dz' — — gm [x C + pe'— py')da'dy'. 
Die noch auszuführenden Integrale sind über die Fläche ausgedehnt, in welcher 


das ursprüngliche Niveau den Körper durchschneidet; nennt man dieselbe F 
und Es 





a #f= x' da’ dy", oF — /y' da’ day", 
(21. ) | Ä 


En Mi "da'dy', nF fardady, 0. F— — fa'y'daidy), 


so gehen endlich die obigen Integrale über in 


—-gm/[ dv = —gmF(we — ge, +E£). 
gun [y dv = — gmEF (ce. + wen — 56;), 
— gm [zdv = — gmF (ge. + wey + &6)). 


Und die Ausdrücke für A’, B’, C werden also, indem man noch die für das 
Gleichgewicht der Ruhelage nothwendige Gleichung M—= mV berücksichtigt. 
folgende: 


= — gm E' (we, — yc; +£), 
A — ymV.yz — ymF'(ge„-+ we, — £e;), 
B' —= gmV.wz — gm F(gec;; H Wa + Ch). 


Fafst man nunmehr die ganze Entwicklung zusammen, so erhält man die Be- 
wegungsgleichungen des Körpers: 








PE - | 
ME = — /Peosado, 
jF > 
(22) {MT = — /Peosßdo, 
TS p F L); 
Ä "TE — —/ cosy do — gm (we, — p0,-+6); 
d’y A’ \ 
M(a,E _— I An gr u 2 (Az ar / 
_— — /P((@—2,)c0sß—y cos oe) do— gm F(y (cu ,)- Yen— Le). 
2 2 2 
23. | dp, .„Tyı, Tr 
( ) M (a. dt? | do dt: | (As; 7) 


” y X 1 In 
— — /Pcx c08y—(2—2,)cose) do—gm F (yeı + (6% vun 7)- | cc.) : 


d? d’ 123 nn 
M (a, et dy; . +43 er) = — /Piycose — rcosf)do. 
21 * 
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Diese Gleichungen unterscheiden sich von den gewöhnlichen linearen Glei- 
chungen, welche die kleinen Bewegungen von Punktsystemen angeben, durch 
die Glieder. welche P enthalten, und deren Bestimmung ihrerseits wieder, 
nach den Gleichungen des $.1, von den Werthen der Geschwindigkeiten des 
bewegten Körpers abhängen. Man kann indefs auf diese Gleichungen eine 
Behandlungsart anwenden, welche der Integration linearer Differentialgleichun- 
gen vollkommen analog ist, und welche im Folgenden auseinander gesetzt 
werden soll. 


$. 3. 


Bestimmung der Function P. 
Die Function P ist ein Potential, welches nach (12.), (17.) den Be- 
dingungen genügen muls: 


P=0 (im Unendlichen), 








ar = 9 (an der freien Oberfläche), 
10P ds d’n d®t 
(24.) er a. cos + IP Eee 


d’ 
- Gr ((2—2,) cos — y cos MER TE 7 (& 005% — (3 — 2%,)C0S) 


4 Zp(yeose—xcosß) (an der Oberfläche des Körpers). 





Die letzte dieser Gleichungen führt darauf, sich die Function P ent- 
wickelt vorzustellen nach den geraden Differentialquotienten der sechs Gröfsen 
5,0% 9%, 
so, dafs die Coefficienten dieser Differentialquotienten von der Zeit unabhängig 


seien und einzeln der Potentialgleichung genügen; ich denke mir daher P in 
der folgenden Form dargestellt: 


d?£ d'z d’E 
pP — IRRE. RL. 


(25.) ie 0 22 7 2 222 


+a di? Er et di* “19, te 


wo die X, Y,.... © von Z unabhängig sein sollen, während Q@ sowohl £ 
als x, y, z enthalten mag. Diese Coefficienten unterliegen nach (24.) zu- 
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nächst sämmtlich der Bedingung, dafs sie im Unendlichen verschwinden müssen; 

sodann aber zeigt sich eine Reihe von Bedingungsgleichungen, wenn man in 

die zweite und dritte Gleichung (24.) die Form (25.) einführt und die Coel- 

ficienten der verschiedenen nach 2 genommenen Differentialquotienten ver- 

schwinden läfst. Von den sechs Reihen von Bedingungsgleichungen, welche 

hierdurch entstehen, setze ich nur die zu den X gehörigen hierher. Es wird: 
An der Oberfläche des Körpers: 











1 0X, 

u Yemen 
1 0X, 

Tr 0, 
1 0X, 

ur oe 0, 


An der freien Oberfläche der Flüssigkeit: 
oA, 








J Fu 0, 
oA, . 
u A, 
ON, 

I An 





Aus diesen Gleichungen ersieht man leicht, in Folge eines bekannten Satzes 
über die Potentiale, dafs die X sich successive vollständig bestimmen lassen. 
In der That kommt es nur darauf an, zu zeigen, dafs die Function X, voll- 
ständig bestimmt ist, wenn an der Oberfläche, mag dieselbe frei oder durch 
den Körper begrenzt sein, ihr Differentialquotient nach der Normale gegeben 
ist, während die Function im Unendlichen verschwindet. Gäbe es aber zwei 
verschiedene Functionen dieser Art, so wäre ihre Differenz & ein Potential, 
dessen Differentialquotient nach der Normale überall an der Oberfläche ver- 
schwinden mülfste, während im Unendlichen & selbst gleich Null wäre. Nun 
ist aber bekanntlich in Folge der Differentialgleichung der Potentiale: 


SCH +HE) +) )dm = BF do, 


das Integral rechts über den ganzen Umfang der Flüssigkeit ausgedehnt. Da 


D . , 
nun überall auf demselben entweder & oder — verschwindet, so ist das 
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betrachteie Integral Null, daher an jeder Stelle der Flüssigkeit 

u 

or oy 03 i 
Also muls & einer Constanten gleich sein, welche wegen der Bedingung im 
Unendlichen nur den Werth Null haben kann. Daher sind die gedachten 
beiden Werthe von A‘, einander gleich, d. h. die Function ist vollkommen 
bestimmt. Man bemerkt auch, dafs diese Aufgabe genau auf die andere zu- 
rückkommt, den Wüärmezustand der Flüssigkeit zu bestimmen, wenn im 
Unendlichen die Teemperatur überall Null ist, durch die (fest gedachte) 
Oberfläche des Körpers und durch das (ruhende) Niveau uber gegebene 
Wüärmemengen einströmen. 

So folgt also, dafs der zweite Theil des Ausdrucks (25.) vollkommen 

bestimmt ist, und dafs also nur noch die Funclion Q zu bestimmen übrig 
bleibt. Für diese bleiben aber nach dem Vorhergehenden aus (24.) die Be- 


dingungen übrig: 


0 = 0, (im Unendlichen), 








a ( 
26) | A — ne (an der freien Oberfläche). 
U, \ J ee 

00 i u 

r 0 (an der Oberfläche des Körpers). 


Hieraus ersieht man zunächst, dafs die Function Q von den im 
körper vorhandenen Bewegungen ganz unabhäng?g ist. Man kann sagen, 
dafs sie denjenigen Theil des hydrodynamischen Druckes repräsentirt, welcher 
von den ursprünglichen Eigenbewegungen der Flüssigkeit abhängt. In der 
That sieht man ohne Weiteres ein, dals Q genau den ganzen aus der Be- 
wegung entstehenden Druck darstellen würde, wenn der eingelauchte Kör- 
per festgehalten würde. Und so kann man sich also unter Q den Druck 
denken, weichen beliebige Wellensysteme erregen, die ın der Flüssigkeit 
entstehen und welche sich ebenso fortpflanzen, als wenn der Körper 
eine unbewegliche Begränzungsfläche bildete. 

Es läfst sich zeigen, dafs die Function Q nur Glieder enthalten kann. 
welche periodisch sind, nicht aber solche, welche mit Exponentialfactoren in 
Bezug auf ? behaftet wären. Denn denkt man sich Q in eine Reihe von 


Gliedern aufgelöst, welche einzeln Gleichungen von der Form 


0’0 
ET 


erfüllen. und welche offenbar einzeln den Gleichungen (26.) sowie der Po- 
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tentialgleichung genügen müfsten, so folgt für ein solches Glied: 


NK + (5 P: —)) dm = - 0 do, 


rechts über die ganze freie RER integrirt; oder auch nach (26.) 


Ko - So zu — = /0'do, 


was nur möglich ist, wenn 7 eine negalive Zahl bedeutet. Dann aber ist 
das betreffende Glied in Q mit einem sin/y— x oder cost y—x behaftet. 
Die Function P sondert sich also in zwei Theile, deren einer nur 
von den Bewegungen des Körpers abhängt, dagegen von den etwa in der 
Flüssigkeit selbstständig auftretenden Bewegungen ganz unabhängig ist, wäh- 
rend bei dem andern das Gegentheil stattfindet. Auf diese Theilung läfst 
sich ein Verfahren begründen, welches die Natur der Bewegungen eines 


schwimmenden Körpers kennen lehrt. 


S. 4. 
Bedingung der Stabilität und Einflufs von Wellen, welche in der Flüssigkeit auftreten. 
Die Gleichungen (22.), (23.) für die Bewegung des Körpers nehmen 
nunmehr die folgende Gestalt an, wenn man den Ausdruck (25.) darin einführt: 














| F r a“ E z dr » 
m“ FE + + z/(X, RTEE " Y. pi - .) cos & do — —/09 cos“ do. 
27) mn. code — —/Ocosp 
Met Ä,; TE Y. di | cos 7 do = OcosPdo, 
eic. 


Obwohl in diesen Gleichungen unendlich hohe Differentialquotienten vorkommen. 
so haben sie doch im Uebrigen vollständig den Character linearer simultaner 
Differentialgleichungen mit constanten Coefficienten und mit rechten Theilen. 
da die Glieder. welche @ enthalten, als bekannte Functionen der Zeit sich 
darstellen, sobald die in der Flüssigkeit auftretenden Wellenbewegungen be- 
kannt sind. Man wird daher auch die bekannten Methoden für die Integration 
derartiger Systeme auf das vorliegende anwenden dürfen. So kann man 
also zunächst die Gleichungen ohne rechten Theil integriren. indem man 
(28.) Eee, wand, -. 
setzt und die Gleichung aufsucht, von welcher o abhängt. Da die Einführung 
dieser Werthe wegen der geraden Differentialquotienten durchaus auf gerade 
Potenzen von o leitet, so wird auch die resultirende Gleichung 
(29.) zZ = 0 
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nur gerade Potenzen von o enthalten können; aber dieselben werden bis zu 
unendlich hohem Grade ansteigen, und man mufs daher der Gleichung (29.) 
den Character einer transcendenten beilegen. 

Die Gleichung F2=0 stellt sich im Allgemeinen unter der Form 
einer Determinante der sechsten Ordnung dar. Denn wenn man die Werthe 
(28.) in die linken Theile von (27.) einführt und dieselben gleich Null setzt. 
so erhält man Ausdrücke von der Form 

A, -+- Bit CH-+ Dy+ Ey, F9, = 0, 
in welchen sämmtliche A, DB, ... unendlich hohe Poienzen von o enthalten; 
die Elimination der Verhältnisse von $,, 7%, ... aus den 6 Gleichungen, welche 
(27.) ergiebt, führt dann auf die gesuchte Gleichung. Diese Determinanten- 
form zeigt in vielen Fällen die Gleichung Z=0 schon in mehrere Factoren 
aufgelöst, wovon weiter unten ein Beispiel auftreten wird. 

Die Aufstellung dieser transcendenten Gleichung genügt aber voll- 
ständig. um die Frage nach der Stabilität des schwimmenden Körpers ent- 
scheiden zu lassen. Denn aus den bekannten Sätzen über die Stabilität von 
Punktsystemen ist die nothwendige und hinreichende Bedingung der Stabilität, 
dafs keine Wurzel der Gleichung Z=0 existire, deren reeller Theil po- 
sitiv. Und da in der vorliegenden Gleichung offenbar je zwei Wurzeln 
einander gleich und entgegengesetzt sind, so darf überhaupt keine Wurzel 
einen reellen Theil enihalten; denn wenn eine der Wurzeln einen negaliven 
reellen Theil aufwiese, so zeigte die entsprechende einen posiliven, was nicht 
sein darf. So müssen also alle Werthe von o rein imaginär oder, was das- 
selbe ist, alle Werthe von 0° negativ sein. Man hat somit den Salz: 

Das Gleichgewicht des schwimmenden Körpers ist nur (und immer) 
stabil, wenn sämmltliche für 0° aus der Gleichung 
Ze fl) = 9 
folgende n Werthe negativ sind. Diese Gleichung hängt nur von der 
Gestalt und Lage des Körpers, nicht aber von etwaigen Bewegungen 
ab, welche ın der Flüssigkeit selbst ihren Ursprung haben. 
Der Einilufs, den diese leiztern auf den Körper ausüben, hängt von der Be- 
rücksichtigung der rechten Theile in den Gleichungen (27.) ab, d. h. von der 


Function @. Diese mufs sich nach der Bemerkung des $. 3. als periodische 
Function von Z, d. h. in der Form 


0 == Zz (4A sin zil + B coszt) 
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darstellen, wo die einzelnen Glieder den verschiedenen. die Flüssigkeit 
durchkreuzenden Wellen entsprechen. Dann aber folgt aus der Theorie der 
Variation der Constanten, dafs die Berücksichtigung dieser Glieder nur (und 
immer) in den Ausdrücken der &, 7, ... auf Terme führt, welche die Zeit 
aufserhalb des Sinus- oder Cosinuszeichens enthalten. sobald die Periodicität 
eines Gliedes in @ mit der Periode eines Gliedes von &, n, ... überein- 
stimmt, d. h. wenn ein x gleich einem der Werthe von y—0o° wird, welche 
aus I —=( fliefsen. Und so erhält man das zweite Theorem, welches den 
störenden Einfluls der in der Flüssigkeit vorhandenen Wellen angiebt: 

Jeder stabil schwimmende Körper kann durch unendlich kleine 
Wellenbewegungen der HKlüssigkeit in endliche Bewegungen versetzt 
werden, sobuld die Periode derselben mit einer Periode derjenigen Be- 
wegungen übereinstimmt, welche der Körper für sich anzunehmen be- 
strebt ist. Die Anzahl dieser Wellenbewegungen st für jeden Körper 
unendlich grofs, ebenso wie die Anzahl der periodischen Bewegungen, 
welche er für sich anzunehmen im Stande ist. 

Durch diese beiden Theoreme ist, wie man sieht, die Aufgabe auf die 
alleinige Aufstellung der Function &, d. h. der Funclionen Al. A, etc. 


zurückgeführt. 
$. 5. 
Eine andere Art, die Gleichung F= 0 aufzustellen. Ueber den speciellen Fall eines 
gegen zwei Verlicalebenen symmetrischen Körpers. 
Die Aufstellung der Gleichungen (28.) führt nun aber auf einen unmit- 
telbareren Weg zur Darstellung der Funclionen > und P. Denn wenn man 


in P die Terme 


betrachtet, sodann aber, wie oben geschehen, 


Ede, n= ne", eic. 


setzt, so ist dies nichts anderes, als dafs man dem betrachteten Theile der 





Function P die Gestalt giebt 
(30) (KX&,+ Yn+Z%+ Pp+ Fu, t 09,)e" = Le", 
wo Ä, Y etc. die Zeit nicht mehr enthalten; und statt diese Darstellung durch die 
Form (25.) anzubahnen, kann man sie jetzt ohne Weiteres aus den Gleichun- 
gen (24.) abzuleiten versuchen. In der That, setzt man in diesen Gleichungen 
Pau 
und für 5, n etc. die erwähnten Werthe, so erhält man die Bedingungs- 
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sleichungen: 
| 2=0 (im Unendlichen), 
2 082 h r 
eg = IF (an der freien Oberfläche). 
24° 1 08 z i 
(31.) ri zz De c08 a — N,c0sh —- C,C0SYy 


+9 ((2— 2) C0sP—Y 608Y)-+ W, (X c08 y— (2 — 2,)C08 «) 
-+-I,(ycose—xcos/) (an der Oberfläche des Körpers). 

Aus diesen Gleichungen ist die Function (2, und zwar in der Form (30.). 
vollständig bestimmt, sobald man ihr noch die Eigenschaft auferlegt, dafs sie, 
nach aufsteigenden Potenzen von 0° entwickelt, durch jedes einzelne Glied 
der Entwicklung der Potentialgleichung genüge. Denn dies ist in der That 
die Bedingung, welche den zweiten Theil der Entwicklung (25.) characterisirt; 
wie man denn auch leicht (analog den oben geführten Beweisen) zeigen kann, 
dals die Differenz zweier Funclionen, welche dieser Bedingung und den 
Gleichungen (31.) genügen mufs, nothwendig verschwindet. 


Die Gleichungen (31.) zerfallen aber, mit Anwendung der Form (30.). 
sogleich in die einzelnen Systeme: 





























Im Unendlichen: A —=-ß, 
E ou 9, 
An der freien Oberfläche: 
vw oX 
A = y——, 
Ey = 9, 
An der Oberfläche des Körpers: 
ar. 
mo an casa, 
N 3 
eo Zr " az 
BSD: OL... AR c0S7 
(32.) mo On 7 
1 0» 
mot nn (2 — 2) c08P — y c05y, 
1 0% 
u = 7C05Sy — (2 — 2,)C0Sa, 
1 090 q 
TE an yeosa— zcosPp. 








rei 


4 
“ 
2 
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Aus diesen Gleichungen kann man also die Functionen Ä, Y, ... un- 
mittelbar bestimmen Sie genügen aber zugleich, um einige wichtige Eigen- 
schaften erkennen zu lassen, welche auftreten, sobald der schwimmende 
Körper in seiner Ruhelage symmetrisch wird in Bezug auf zwei gegen ein- 
ander senkrechte Verticalebenen. In diesem Falle müssen in den allgemeinen 
Gleichungen (22.). (23.) für die Bewegung des Körpers die Coeffieienten 

Ans Ay. Ay, Ci, €, €Cn 
verschwinden, indem man diese Verlicalebenen zu Coordinatenebenen wählt. Zu- 
gleich aber vereinfachen sich die Ausdrücke bedeutend, welche von demjenigen 
Theile des hydrodynamischen Druckes P abhängig sind, welcher die Form “2e”' 


annimmt. Unter den angegebenen Umständen ändert nämlich offenbar coso 


mit x, cos mit y das Vorzeichen, während cos« für -y und —y den 
gleichen Werth behält, ebenso cos? für x und —y, cosy für z und —«, 


“ u. U 
und auch für y und —y. Setzt man also für —— etc. in die Gleichungen (32.) 
5 F on 


ihre Werthe 





nv av nv 
oA ‚0A ei 
. cos0u —+— —— cos /3 .——— c0SY 
er oO) 02 
elc.. 


so erkennt man, dafs in Bezug auf die oben angegebenen Eigenschaften noth- 
wendig A und # mit cose, Y und $& mit cos, Z mit cosy übereinstim- 
men müssen, während © den Character des Products cosa@cosß oder zy an 
sich trägt. 

Bildet man daher jetzt die sechs Integrale, welche in den Gleichun- 


sen (22.). (23.) vorkommen: 
f2e os a (do, /2 (2 — 2,)c0osß —ycosy) do, 


2: :0s do, ae a 1 
[2eos ydo, er cos@ — x.cosß)do, 


so erkennt man, dafs wegen der Symmetrie der Figur dieselben sich redueiren auf: 
(£, A-+,P)cosado, f mr + pP)(lz — 2) cos —ycosy)do. 
Sr + pP)cos/? do, JSX+ vw, P)(xcosy — (23 — 2,)cosa)do, 
EV / cosy.do, /% O(ycosa— xcosp)d 


während die Elemente aller übrigen Integrale einander gegenseilig zerstören. 


22 * 
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Und so erhält man aus (22.), (23.) folgende Gleichungen, indem man, 


wie es zur Bestimmung der Gleichung >= 0 geschehen mufs, von der 
Function @ abstrahirt: 
(1) Mo &=-— &,/ Xoos «do — uf Poos a do, 
2) Me’ n=— nf Y eos? do — GufP cos do, 
8) Mt = -L&( [2 e0s7do +gmF‘), 

b 9 : i m x 
(4) Moda: p= — (/® ((z — 2,)cos? — ycosy)do-+ gmF (cu _ =) 


— 1 Y((z — 2,) cos — y cos Y) do, 


- / 9) E = . \ Y 
(5.) Moraz.w, = — (SH (2 c0sy — (2—2,)cos a) do-+- yım F(o»— z)) 
— &,/X(a00s7 — (2 —2%)cose)do, 


(6.) Moa,.9, — — 9,/%y cos@a— x.cosP) do. 


Hieraus erkennt man, dafs das frühere System von Gleichungen sich in vier 
von einander vollständig gesonderte Systeme aufgelöst hat, welche durch die 
Gleichungen 
(1).6),  0@)J.4) 0)  (6.) 

gebildet werden; und dafs also die Gleichung F= 0 sich in vier Factoren 
auflöst, von denen der erste der Bewegung in der Richtung der Ä-Axe und 
der Drehung um die Y-Axe, der zweite der Bewegung in der Richtung der 
Y-Axe und der Drehung um die A-Axe, der dritte der Bewegung in Rich- 
tung der Verticalen, der vierte einer Drehung um dieselbe entspricht. Diese 
vier Bewegungsarten können somit einzeln behandelt und auch einzeln in 
Rücksicht auf die Stabilität untersucht werden, indem man der Reihe nach 


die vier Eliminationsgleichungen diseutirt: 

| / X cos «do-+ Ma? || P P(xcosy—(2—2,)C0S «)do-- Mo’a,-1gmF(c; _ 2)| 
— / Foos a do /X@ 005% — (3—2,)cosa) do — (0), 

[ / Yeosßdo+ Mo: || /® ((2—2,) cos B—y.cosy)do+ Mo’a,+gmF(cu— =) 
— /® cos do Sy — 2,)c0sß — ycosy)do — 0, 








RAR, 
DENT RE Den area u - 
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SZ cosydo-- Mo’ + gmF' — 0, 
/9 (ycos@ — ıx.cosß)do-+ Mo’a, — 0. 


Es wird sogar nur nothwendig sein, die ersten beiden Gleichungen zu unter- 
suchen, da der Natur der Sache nach die Bewegung in den letzten beiden 
Beziehungen nothwendig periodisch sein mufs. Ist der Körper vollends ein 
Rotationskörper, und die Z-Axe seine geometrische Axe, so fallen noch die 
ersten beiden Gleichungen in eine einzige zusammen. 


Carlsruhe, den 5'°* August 1859. 











Ueber eine symbolische Formel, die sich auf die 
fasammensetzung der binären quadratischen 


Formen bezieht. 
(Von Herrn L. Sehläfli zu Bern.) 





Der Beweis, den Gaufs (Disquisitiones arıthm. p. 352) dafür giebt. 
dafs die Elemente A, D, C der Form 
F—= 4X°-2BAY-CY’, 
welche durch die Substitution 


m 


ww __ 3.3.4 er U u 
X — Art Way’ + ye' 44'yy', 
Y= urxX' + wWcy'+ u'yx'+ u”yy’ 
in das Product der Formen 
x Rn ana „2 
/ ax’ +2baxy +cy’, 
f' = da” + bay! +cy"” 


übergeht. aus seinem Verfahren die Substitutionselemente 4, u, ... zu be- 


\ 


stimmen, als ganze Zahlen hervorgehen, schliefst eine merkwürdige symbo- 
lische Formel in sich, welche verallgemeinert werden kann. 

Da die sechs Determinanten (Aw), ... der Substitutionselemente 1 zum 
orölsten gemeinschaftlichen Maafs haben. so kann man sechs ganze Zahlen 
finden, welche einzeln mit den Determinanten multiplieirt sechs Producte geben, 
deren Summe 1 ist. Der Ausdruck, dessen Werth 1 ist, als lineare und 
homogene Function von 4, „.. aufgefafst, sei eA+a--a#’+«"4", in der- 
selben Beziehung zu u, ... sei er Pu+PpwW+P"w" 4 3"w". Dann kennt 
man acht ganze Zahlen o, P, .... welche die Bedingungen 

Zeil, Zeuu=0 ZA—=0, Zpu1t 
erfüllen. Daraus folgt: 








. = |1, ZB | = Ph) + P"Au") + Pau"); etc. 
u, Zu 
u—= —eo'(AwW)— a'(ku")— a"(hu”), etc. 
wo nun 

(Au) = n'a, (Au") = na, 
Au") =nb' + n'b, mr — nb'—n'b, 
sr. ' ad 
(Au )=nc, Mu) —=n'c 











2: r k ” = m - 
RR BEER VRR REREN NEED Een 





Schläfli, über Composition quadratischer Formen. 171 


zu selzen ist, wenn wir die Disceriminanten der drei Formen mit 





D= AC—B, 
"D = ac—b, 
n"”D = a’d—b" 
bezeichnen. 
Setzen wir jelzt 
- 6 e) .f 0 N Ö 
> m U = —— “ZZ U == —, 
: 02’ oy ’ 02° oy' 


past -+asvta"vg-a"vv, w—=ßEEH4PEV 4 R"VvE HR" vv, B=Xy- Yy, 
unterscheiden die Variabeln als Objecte der Differentiationssymbole durch einen 
übergesetzten Strich von ihren als constant geltenden Werthen, die wir durch 
dieselben Buchstaben ohne diesen Strich ausdrücken, und machen der Kürze 


wegen 
r—= 1(254yvV)f=px2-oy, s—=yr—ıy, 
so haben wir 

AÄ— —v(nsr In'rs'), Y—= gy(nsr' -{n'rs'); 
die Bedingung FaA==1 bekommt die Gestalt 


ın( op oy op + In (22 or Op Bi er 
A 08 ev Ov oE ei] ov' ov' oe f _ 





und fällt mit Z59u —=1 zusammen, während Fau —=0, IP) —=0 schon durch 
die Ausdrücke für }, u,... realisirt sind; und die von G@aufs zum Beweise, 
dafs A, B, Ü ganze Bahn sind, gebrauchte Gleichung erscheint unter der 


merkwürdigen Form 


F = 1@/f — Ann’ D(Z 











op o’D» OD ob 
dEOE Avov dEöv 3038)" 

Dafs ähnliche Gleichungen für eine Zusammensetzung aus beliebig 
vielen quadratischen Formen existiren, deren Discriminanten sich wie die 
Quadrate ganzer Zahlen verhalten, wird schon hinreichend klar werden, wenn 
wir ie betrachten. Die Discriminanten der vier Formen seien D, 


n’D, n”D, n"”D, und da wir die irrationalen linearen Factoren der Formen 
brauchen, so setzen wir D=—R, 
t= ac -+(b—nR)y, S=uarts, ——_= 
bInR b+-nR 0) 
8 +10, v=(bnR)ı + 1” ;, Do 


und haben dann f=Lu, f'=tu', f"'=t"uW". Da auch F= TU werden 
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soll. wo 


T=AX+(B-R)Y, U=-X+°8y, 


so lassen wir 7, U sich respective von Zt", uu'u” nur durch constante 
Facloren unterscheiden. Die Symbole y, vw, P= Ay--Yw mögen ähnliche 
Bedeutung haben, wie oben, nur mit dem Unterschiede, dafs sie jetzt drei- 
schichtig linear sind in Bezug auf $, v, auf &, v’ und auf &”, v”. Wir denken 
uns aber vor der Hand diese Symbole in Function von 7, 8; €’, a’; T, &" 
darin substituirt und schreiben daher 9 = part + pure" ++ pn8 88 
und ebenso hinsichtlich w, &. Damit F' als binäres Product erscheine, setzen 
wir FeLPo U uw" uw’), wo der Strich über dem zweiten & 
bedeutet, dafs die zuerst als constant behandelten /, «, ... nach dem voll- 
zogenen zweiten D überstrichen, d. h. als Differentiationsobject des ersten $ 
aufgefafst werden sollen. Es folgt dann != Pu; folglich A== yaYın- 
2B = Vu LTE, Cu Yard also 
2R = PowW ir — Pin domn = gott" un u" — uu'u'it't"); 

dafs hier das Vorzeichen richlig gewählt ist, wird sich sogleich zeigen. Da 
‚ so ist 9Ä—= >Iei und muls —=1 sein. Der 


om Zi, pm Zaf: 

vorige Ausdruck für 2R giebt uns also 2RX —= w (tt! uw" — uw u" tt"), 

d.h. 2RX = vn!" — vuuu', ZRY— — punltt"-pmuu'u', woraus 

Pu —MtU, P uu'u” folgt. Die Werthe für A, B, R in den Ausdrücken 
D 


für T, U substituirt, geben T= 9, Pn, U = on ‚u Fe nll", 
ti 
ua! 


U — wie wir verlangt haben. Hätten wir hingegen vorhin 
111 








—2R —= Po Wırı — Pırı Wow 
angenommen, so würden wir 
[4 PR | 
E = Pow Pın = Pwmuu U 
bekommen haben. 
Wenn, wie oben, r=(ar+by)c-+(bre-+-cy)y, s=yr—ıy ge- 
setzt wird, so ist w=r—n#s, ut=r-+nBRs, daher 


LET ua” + uuWu” ut") = rr'r" —n’n" Drs's’ — nn” Dsr's’—nn’Dss'r", 


1 er BEE EEEUNEN 
5: Tu" — wu WEN —nsr'r" + nrsr" + nes — nun" Dss’s”. 
Mittelst dieser zwei Relationen sind nun die Ausdrücke für F, 2RAX, 2R so 
zu verwandeln, dafs p, w als explicite Funclionen von S, v; etc. zur An- 


wendung kommen, 











ar Ri IWF > 
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Um die abgeleiteten Functionen im Folgenden kürzer bezeichnen zu 
können, selze ich z. B. 


o N \ or } ‚r ER cn | "» 
P=GYn,. S Tm.d =0(,.,.5 7 pı,! = f us TEE 
FIR er | 7 
Po.. = Pw.Ss 4 Pr. vo — QGPv.us TYvıV ; 
Po. — ER u + Pooı weh 


Man verwechsele nicht diese auf 5, v, ... bezüglichen Zeiger mit den 
früher gebrauchten, die sich auf 7, #3, ... bezogen, und die wir nicht mehr 
anwenden werden. — Da &(r) dasselbe ist, wie wenn &,;, vin & 
respective durch ar +by, bx--cy ersetzt werden, also gleich 4f, so sieht 


man, dafs Bo(rr'r")—= ıB°ff’f" ist. Da ferner 
Boeryy'ca)—4Byy'xpaa) IP up uf= PP (rea'y'y" 
etc. ist, so folgt 
Bars") = (DPuPu—PaP nf. 
Ö 6) 


Wenn man 2 — —Yy— =0, elc. setzt, so ist 
Ov IE 


BR: wi (sr'r"') =—— 1 h) vff" Si 4 (zw, u yn.Jll 
we. Ww ($ s's er =— ORT, nd ua" — Vurey — elc. ne YWwyYyYYy; 


folglich 


FR || 


— yw( srr)= Hp... —p.W Il 

— pw w(ss's”) — YywYın — Por Win — etc. — Pin Yow- 
Wir gelangen so zu folgendem System, das die vollständige Lösung der Auf- 
gabe, drei Formen zusammenzusetzen, enthält: 

Wenn die sechszehn Coefficienten ps Pwıs » »» Pırs Yuws +». IM 
den symbolischen Functionen 9, w ganze Zahlen sind, die der einzigen Be- 
dingung 

ap. PT HAN Por par E "+ AN Pa Pr 
ann" DK pam Wın — PıwnYon — PowYron — Prada t Porn Want PıoıYono 
49,10% — Pr Yon) = 1 
genügen, und man setzt = Ay-+ Yu, so geht die quadratische Form 
F—= 4Pfff—nn’D (DBuPu—BuPuoff — nn" DB, Pu a— DD )/f" 
BR nn D(Bu Pan — Br Pu)/f 


durch die Substitution 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft ?, 23 
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, TIenı ,.t! R „ N, N, M, 7] 
X— 4n(ay,.—yw ff" Hana. Yvonne Vn-y vo 
— aan" Diynce%" —YLEY" — Yonty 2" HWWEyY — Wu yCE Yu yEy 


] PL DB En | 
. Wa yy —WYYY )s 


Y = einem ähnlichen Ausdruck. worin —y anstalt u steht, | 
in /f'f' über. — Bezeichnet z. B. 7, den Coefficienten von rx'x" in der ? 

\ 

| 

| 


er von Ä, so hat man 
Sv, #74 Kin’si'w, ff’ + ınsEy ll — nn'n"Dw,.- 
tn ze Insv'w, I In’svy .ff + nn'n "Dw; etc. 


Hieraus sind die Werthe der Determinanten der Substitulionselemente 4, u, 
zu eninehmen. Z. B. (Ayo) ist im Ausdruck für Ay, der Coefficient von 


= 
TR 





Ws also An’ SS nad; (by) Ist ebendaselbst der Coeflicient von 
Yn. also An Vf" Han" LEUff’— aln’b"n”b'); so auch 
nt) = nb'b" - bh" 4 n'bb'’ — nun" D, u. s. f. 


(seht man von den bekannten Werthen dieser Determinanten aus, von 
denen man leicht zeigen kann, dafs sie ganze Zahlen sind, die 1 zum gröfsten 
vemeinschaftlichen Maafs haben, so kann man nach der Methode von Guufs }, u IN 
bestimmen und erst dann, wie zu Anfang dieses Aufsatzes gesagt wurde, die 
Functionen g, w, so dafs sie jener einzigen Bedingung ‚genügen, 

Dafs der hier eingeschlagene Weg für jede beliebige Anzahl zusam- 
menzuselzender Formen befolgt werden kann, ist wohl klar genug. 


Bern. im Sommer 1859. 


er a = 


- 
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Neue Eigenschaften der linearen Substitutionen, 

welche gegebene homogene Functionen des zwei- 

ten Grades ın andere transformiren, die nur die 
Quadrate der Variabeln enthalten. 


(Von Herrn O0. Hesse zu Heidelberg.) 





Durch eine Reihe sehr scharfsinniger Schlüsse ist es Aummer ge- 
lungen, den analytischen Ausdruck, welcher das Quadrat des Productes der 
Differenzen der Wurzeln der kubischen Gleichung darstellt, von welcher das 
Problem der Hauptaxen einer Oberfläche zweiter Ordnung abhängt, in die 
Summe von Quadraten zu zerlegen (Bd. 26, p. 268 dieses Journals). Zu dem- 
selben Resultat und zugleich zu einer Ausdehnung desselben im Falle der 
Gleichung nten Grades, mit deren Hülfe man die säcularen Störungen der 
Planeten findet, gelangt Dorchardt durch eine sehr geschickte Behandlung 
der Determinanten (Bd. 30, p. 38). nachdem Jacobi im Giornale Arcadico, 
Tom. 48 durch ein System bis dahin noch ganz unbekannter Formeln das 
Kummersche Resultat hergeleitet hatte (Bd. 30, p. 46). Ein besonderes Ge- 
wicht ist zu legen auf die Formel, welche aus Jacobis letzter hervorgeht, 
indem man die von ihm angegebenen Werthe derjenigen Gröfsen substituirt, 
aus welchen sie besteht. Dadurch erhält man die Einheit ausgedrückt durch 
eine Summe von Quadraten von Functionen der Coeflicienten in den Sub- 
stitutionen, welche allein zur Transformation eines rechtwinkligen Coordinaten- 
systems in ein anderes rechtwinkliges Coordinatensystem dienen. Diese For- 
mel erfreut sich einer gewissen Analogie mit der Kummerschen und die eine 
geht mit Hülfe der Jabobischen Formeln in die andere über. Die kunstlose 
Entwickelung dieser Jacobischen Formeln mit ihren Erweiterungen zur Veri- 
fieirung der Borchardtschen Entdeckung ist der Zweck dieser Note. 





Wenn die n Variabeln A. Ä\,,... A, mit den n Veriabeln x, ., ... x, 
durch die n linearen Gleichungen: 
1) = Mrtua®9n-t...+a"z,, 


x 


in welchen x die Bedeutung der Zahlen hat 1, 2, ... n, verbunden sind; und 
23 * 
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wenn diese Substitutionen die Summe der Quadrate der ersten Variabeln X 
transformiren in die Summe der Quadrate der anderen Variabeln x, so hat 
man bekanntlich: 
2) 2. = aN +4. aA. 
Entwickelt man unter dieser Voraussetzung das Product sämmtlicher 
Variabeln der ersten Gattung nach Potenzen und Producten der anderen Va- 


riabeln, so erhält man eine Gleichung von der Form: 


. m A, mkı a 
(3.) Ä, E Edi une A, & u Lo oo... L,„ > 
in welcher Gleichung die Coefficienten A ganze rationale Funclionen der 
Coelfficienten « der Substitutionen bedeuten, und die Exponenten « irgend 


welche von den Zahlen O, 1, .... » unter der Beschränkung, dals 
++. +0, —N. 

Setzt man in dem Product =“ x ...x,” für die Variabeln x die 
Werthe (2.) und entwickelt nach Potenzen und Producten der Variabeln A, 
so wird der Coefficient des Productes A,A,...A,, abgesehen von einem 
Zahlencoefficienten, gleich A. «,...«,, Bezeichnel man demnach diesen Zahlen- 
coeffieienten mit CO «,...«,, und entwickelt den ganzen zweiten Theil der 
Gleichung (3.) nach Potenzen und Producten der Variabeln Ä, so folgt aus 


dem Vergleich des Coefficienten von A,A,... A, des rechten und linken 
Theiles der genannten Gleichung die merkwürdige Relalion: 


(4.) 1 = u&,@ a’ # > & @_® 
g 1 RR n | „900 n 


Die angegebenen Bedingungen, unter welchen diese Relation besteht, fasse 
ich zusammen in dem 
Lehrsatz: 

Wenn die Substitutionen (1.) die Summe der Quadrate der Va- 
riabeln X in die Summe der Quadrate der Variabeln x transfor- 
miren und wenn (3.) die Entwickelung des Products sämmtlicher 
Variabeln X nach Potenzen und Producten der Variabeln x dar- 
stellt, so findet zwischen den Coefficienten Ä dieser Entwickelung die 
Gleichung (4.) Statt. 

Die Substitutionen (1.), oder die umgekehrten (2.) haben die Eigen- 
schaft, die Gleichung 
5) Hatte HN HE 


zu einer identischen zu machen. Es werde aber zweitens und im Folgenden 








ERTL 
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vorausgesetzt, dafs sie überdies eine gegebene rationale homogene Function 
f(£ı, %,...x,) des zweiten Grades der Variabeln x transformiren in die Form: 


6.) fern 2..0) = MA tnÄr ++ gÄn 
Unter diesen Voraussetzungen sind die n Gröfsen g als die n Wurzeln der 
bekannten Gleichung 7'—=0 gegeben, welche als das Resultat der Elimination 
der Variabeln aus folgenden linearen Gleichungen hervorgeht: 
Iif(a)—- 9, =0, If) —-yn—=0, ... 4f'(a,)—g2,—=d0. 

Denkt man sich nun diese Wurzelwerthe g eingesetzt in die Glei- 
chung (6.), so wird dieselbe durch die Substitutionen (1.) eine identische, 
welche sich demnach auch nach einer der darin vorkommenden Variabeln 
x, differentiiren läfst. Durch diese Differentiation und Division durch 2 er- 


hält man: 

7) Afle) = AN ÄAtag At. ta’ g, A, 
eine Gleichung, welche ein ganzes System von n u repräsenlirt, 
gleich wie die Gleichung (2.), da # die Werthe annimmt 1, 2, ...n. Aus 
dem Vergleich dieser beiden Systeme von Gleichungen ergiebi sich nun, dafs es 
erlaubt ist, sämmtliche variabeln Gröfsen Ä, zu verändern in die entspre- 
chenden 9, Ä,, wenn man gleichzeitig alle Variabeln &, verändert in If’ (z,). 
Denn das eine System (2.) geht in das andere (7.) dadurch über. Aber nicht 
allein in den Substitutionen (1.) und (2.) sind diese Aenderungen erlaubt, son- 
dern auch in den Gleichungen (5.) und (6.),. welchen der Annahme nach die 
Substitutionen genügen, oder welche, um mich anders auszudrücken, eine 
Folge sind der definirten Substitutionen. Durch diese erlaubten Aenderungen 
leitet Jacobi aus den Gleichungen (5.) und (6.) folgende her: 


AI HAFEN + + ON = KKHRR LH + NKE, 
Far el a. Fa — KHK 
welche, wenn man der Kürze wegen selzl: 
8) hama...) = AN HOF ++ OF 
9) Alam 2a...2) = FO a), 3far),..- fa.) , 
übergehen in: 
(103 Alan, ,) ÄRA, 
(11) Alain... 2.) SÄAHTRÄ + MÄ, 
Auch diese Gleichungen lassen sich als eine Folge der definirten Sub- 
stitutionen betrachten, in denen ebenfalls die genannten Aenderungen erlaubt 


2 2 
In A} 2 


aulbin 
e 
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sind. Macht man auch in ihnen und in ihren abgeleileten die genannten 
Aenderungen, so gelangt man nach Jacob: (Bd. 12, p. 12) schliefslich zu 
einer Gleichung: 

12) Kama.) = NLuTRRH NN, 
in welcher p irgend eine ganze posilive gerade oder ungerade Zahl bedeutet. 
und f, (1, %23 +2) eine Function des zweiten Grades der Variabeln «, 
deren Coefficienten als ganze rationale Functionen componirt sind aus den 


Coefficienten in der ursprünglichen Function (2, 22, ...%,). 


Differentiirt man diese durch die Substitutionen identische Gleichung 


partiell nach x, und dividirt durch 2, so erhält man: 
(13) if) = AK ta PL,-t- a EX,. 


Man bilde nun aus den im Vorhergehenden definirten Functionen die 


Determinanle: 








2, Tr 5 . . L, 
fa) fe fe 
4) deli) afle) ... ıfan) | 
Il) Ilm) -»:- Ifaılan) 


Sie ist eine homogene ganze rationale Function des nten Grades der 
in ihr enthaltenen Variabeln. Sie ist auch eine ganze rationale Funclion vom 


—1) .. ide ’ ’ 
Grade a a, in Rücksicht auf die Coefficienten in der gegebenen Function. 


22 


Aufser diesen Gröfsen enthält sie keine, die der Veränderung unterworfen 


werden können. 


Setzt man in dieser Determinante für die erste Horizontalreihe der 
Componenten die Werthe (2.), für die zweite die Werthe (7.) und für die fol- 
genden die Werthe (13.), so sieht man sogleich, dafs dieselbe in das Product 
zweier Determinanten zerfällt. Der eine Factor ist: 


=+ad@...a") —= +1. 


Von der Gültigkeit dieser bekannten Gleichung überzeugt man sich leicht 
dadurch, dafs man die Determinante, welche den linken Theil der Gleichung 
bildet, mit ihr selber multiplieirt und aus dem Product eine neue Determinante 
bildet. deren Werth gleich +1 wird. Was den zweiten Factor anbetrifft: 


ni u 
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A, BT U 7 ou 
Jı A, I: A, a. IA, 
9 A, UE A, UR A, be) 














NA, a MA, 
so zerfällt dieser wieder in das Product sämmtlicher X und einer Determinante, 
welche, wie bekannt, gleich ist dem Product @ der Differenzen sämmtlicher g. 


Setzt man daher: 
(15) = (NM) —9):--(Im-1— In); 
so hat man folgenden 
Lehrsatz: 

Wenn die Substitutionen z,— a, X, 4a X, + + ta’ A, die Summe 
der Quadrate x) + 23--+---- x), transformiren in A) + A; + +A, und 
aufserdem die beliebig gegebene homogene HKunction des zweiten Grades 
(21, 22,...2,)ın A, + Ar. - 19, X); so transformiren dieselben 
Substitutionen auch die in (14.) definirte Function 4 des n‘" Grades 
ın +6.X,.A,...X,*). 


Man hat hiernach das Product sämmtlicher Variabeln X in folgender 


„weiten Darstellung: 

1 
ra 
Entwickelt man aber die Function / nach Potenzen und Producten der Va- 


(16.) £ ee — + A. 
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riabeln x, indem man selzt: 

(17.) a—— 7 ERREDE > eo .. a 
so haben in dieser Entwickelung die Coefficienten B die Bedeutung von 
ganzen rationalen Functionen, die sich allein aus den Coelfficienten der ge- 


gebenen Function f(X,, &;,... 2,) zusammenselzen. 
Aus dem Vergleich dieser Gleichung (16.) mit (3.) ergeben sich nun 


die erweiterten Jacobischen Formeln: 
1 
(18.) Aa,c,...o, —— + Bes. ...a, 
welche besagen, dafs gewisse ganze rationale Functionen der Coefficienten 


in den Substitutionen, welche (5.) und (6.) identisch genügen. multiplieirt 
mit dem in (15.) definirten @, sich darstellen lassen als ganze rationale 


Functionen der Coefficienten in der Function f(x, X, ... 2,). 





*) Die Priorität dieses Satzes für n = 3 kommt Weierstrafs zu. 
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Setzt man endlich diese Werthe von A in die Gleichung (4.), so er- 
hält man das Borchardtsche Resultat: 
(19.) G = ZU. a,...0,:Bao,...e 


in einer allerdings etwas anderen Form. 





Der erste oben angegebene Lehrsatz läfst sich noch erweitern in der 
Voraussetzung, dafs die linearen Substilutionen einer weniger beschränkten 
Bedingung unterworfen sind. Indem ich auf diese Erweiterung näher ein- 
sehe, beabsichtige ich zugleich die Werthbestimmung des Zahlencoefficienten 
C in der vorhergegangenen Untersuchung hier wieder aufzunehmen und 
einen möglichen Anstofs in der Entwickelung des genannten Lehrsatzes 
nachträglich zu beseitigen. 

Es liege irgend ein System linearer Gleichungen vor von der Form: 


gr 4 y ) Y 
2) = tt ae, 


Z 

Durch Auflösung dieses Systems nach den Variabeln x erhält man ein System 
von Gleichungen von der Form: 

‘ ER ’  y7 2. 

Qi) = e HH EUR, t...temX,. 
jildet man mit Berücksichtigung dieser neuen Coefficienten e das System 
linearer Gleichungen: 

AT Er  W (*),. (#),. 

(22. Y = _e, Yıt Ya . e, Ya 


% I 
so weils man nicht allein, dafs die Auflösungen dieser Gleichungen nach den 
Variabeln v folgende sind: 
23) = «YtaY,t..+anY,, 
sondern dafs die Substitutionen (20.) bis (23.) auch die Gleichung 
24) AY-+RY+- ANY, = sytToyp-+2,Y, 
zu einer idenlischen machen. 

Diese Gleichung bleibt auch eine durch die genannten Substitutionen 
identische. wenn man sowohl ihren rechten als ihren linken Theil zur nten 
Potenz erhebt. Dadurch erhält man mit Anwendung des polynomischen Lehr- 
salzes und Unterdrückung des gleichen Factors //(n)—=1.2...n auf beiden 


Seiten der Gleichung: 


U 


Baron 2 1 « „et, a >&, gr, = 
25) > x X X" y" Yy*.Y, 





104 [04 u 
u, 1 . 2 nn N a a = 2 
= 2 2, Br sn Yı Years) 
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wo: 
+ tet, —n 
und: 
(26.) Ku ..a, = II(0,) II(0,)...II(a,). 
Bezeichnet man nun in der Entwickelung des Products yy'yS...y“ 
nach den Variabeln Y den Coefficienten von Y,Y,...Y, mit 
’u.0, ei ® Ac,« „0, 


und eben so in der Entwickelung des Productes 2’ x25:...c,” nach den Va- 
riabeln A den Coefficienien von A,Ä,... A, mit 
V 
Cr G,... 0, ° Eu « ri 


n 


so erhält man aus (25.), wenn man diese Gleichung nach den Variabeln F 
entwickelt und in der Entwickelung die Coelficienten des Productes F,},... Y. 
auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich setzt, 


({ 
n 


, r , “ [% [G 
WM) ZZ... en. 


Auf gleiche Weise erhält man aus derselben Gleichung durch Entwickelung 


nach den Variabeln X 


[64 [6 


r > . [0 
(28.) Y ig ... } n = = E..«, lt, Yı Ya u Ya 


Hiernach ist es erlaubt die angegebenen Definitionen der Gröfsen 4 und & 
aufzugeben und sie Statt dessen als die Entwickelungscoefficienten der Pro- 
ducte (27.) und (28.) aufzufassen; wobei zu bemerken ist, dafs die Grölsen 
E ganz dieselben Functionen der Substitutionscoefficienten e, wie die 
Gröfsen A von a sind. Behält man aber die erste Definition der Gröfsen 
A und E bei, und entwickelt die Gleichung (25.) nach Potenzen und Pro- 
ducten der Variabeln Ä und Y, so erhält man durch Gleichstellung der 
Coefficienten des Productes A,X,...A,.Y, Y.... Y, auf beiden Seiten der 


Gleichung 


l . n 


/ Y 
(29.) l = ZUr.,...e, . Aue, ...«, Mus. 


Dieses Resultat fasse ich zusammen wie folgt: 


Lehrsatz, 


Wenn die in (20.) bis (23.) gebildeten linearen Substitutionen 
die Producte der Variabeln X und die Producte der Varzabeln 
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Y iransformiren in (27.) und (28.), so findet unter der Voraus- 
selzung von (26.) zwischen den Üovefficienten in diesen Trunsfor- 
nationen die Gleichung (29.) Statt. 


Da die Gröfsen E in die entsprechenden A übergehen, wenn die 
Substitutionscoeflicienten e mit den entsprechenden « gleich werden, wodurch 
auch die Substitutionen (20.) bis (23.) mit (1.) und (2.) zusammenfallen, so 
geht auch (29.) in (4.) über. Der erste Lehrsatz ergiebt sich hiernach als 


ein Corollar dieses letzten. 


Heidelberg, im Ociober 1859. 





183 


Vergleichung zweier Formen der Eliminations- 
BResultante. 
(Von ©. W. Borchardt.) 





B:i Gelegenheit einer Besprechung des vortrefllichen Baltzerschen 
Buches über Determinanten *) hat Hesse in der kritischen Zeitschrift für 
Mathematik (Jahrgang 1858 S. 483) es als wünschenswerth bezeichnet, durch 
directe Transformation die Identität der beiden Formen nachzuweisen, unler 
welchen die Resultante der Elimination zwischen zwei Gleichungen erscheint. 
wenn sie einerseits nach der ersten Kulerschen Methode (1748) durch die 
Wurzeln beider Gleichungen als Differenzenproduet ausgedrückt wird, und 
wenn sie andrerseils nach der zweiten Kulerschen (1764) oder Bezoutschen 
Methode in die Form einer Determinante gebracht wird, deren Elemente die 
Coefficienten der beiden Gleichungen sind. Nachdem Flesse an dem genannten 
Ort ein Verfahren bekannt gemacht hat, diese directe Transformation zu be- 
werkstelligen, soll in nachstehender Mittheilung ein von jenem verschiedenes 
Verfahren angegeben werden, welches darauf beruht, dafs das in der ersten 
Kulerschen Methode vorkommende Differenzenproduct sich als Quotient dar- 
stellen läfst, dessen Zähler und Nenner aus alternirenden Differenzenproducten 


bestehen. 
Es sei 
fz =a„2” +0,27" + +0 =4a,(E — 4)(2C—0)...(2— 0m), 
yazb,r" +b,.ant Hehe Pla — Pr)... (Pr), 


so wird die Eliminations-Resultante Z2 der Gleichungen fe =0, yr=0 nach 
der ersten Kulerschen Methode folgendermafsen gefunden. Man bildet das 


Differenzenproduct 


im k=n 


P — II I (Pk — 0;). 


ze Ku 
so ist 


\ 


R ee 





*) R. Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig, 1857. 


24* 
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was sich auch unter die beiden Formen bringen lälst: 


R = (—1 yn a, pa, POz PO 


Mi M u 
b" fPıfPr---[P.- 
Bezeichnet man nun mit 4(c,, %,...c,) das alternirende Differenzenproduct 
der Gröfsen @,, &, ... &,, jede Differenz «&; — «; so genommen, dafs von 
einem « mit gröfserem Index % eines mit kleinerem Index 2 abgezogen wird, 


| 


und setzt man: 


a Hans), 


B 


IIR.R 
Die RB Ba 


| 


I(P13» Ps a) 


so dals D auch als folgende Determinante m» +-n'“ Ordnung 


Ge ER 2. 
A A A 


I 2 ee 

D == 1 Pr Pr RE ge 
. +n—1 

1 cd, vr an n 
re an, 


[ 








I u Eure 
seschrieben werden kann, so ist 
D= (—1)”4.B.P, 
’ nn . ö D 
woraus für (—1)”"P die oben erwähnte Darstellung 7 folgt. 


Wendet man dagegen die zweite Eulersche oder Bezoutsche (Syl- 
vesters dialytische) Methode an, so hat man zwischen den Gleichungen 


0=fr, V=afr, ... d=rfe, 
0=yz2, D=zay2, ... d=z"t'go2 


die Potenzen x", x',... x2”*+"! zu eliminiren und erhält dann als Eliminations- 
Resultante die Determinante m-+-n'” Ordnung: 





a 
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BE A RE ee ta 0 
ee Te A 0 

. . 0 | 
er a er rs a, 

T — 
n b, b, U u 9 0, a Te ze Ri, b, 0 ...0.. (0 
n -1 0 b, a SE u Tuer GE Tr Tr er er Bit; b, 0 ..0.. (0) 

“ “ | 

m-+n—1 0 er 8 0 b, b, ne Ge ee ee er: b, | 





wo der Rang jeder Horizontalreihe durch die links vor derselben vor dem 
vertikalen Strich stehende Zahl angegeben ist. 


Um nun die Identität von T' und & zu zeigen, multiplicire man die 
beiden Determinanten D und 7’ nach der gewöhnlichen Regel. d. h. man 
multiplicire die Elemente der “" Horizontalen in D mit den gleichnamigen 
der %'" Horizontalen in 7 und setze die Summe der Producte an die X" 
Stelle der 2“ Horizontalen eines neuen Determinanten-Schemas. Auf diese 





Weise ergiebt sich 


We Wi: WE a: Ge FE 0 
EEE: u in FE 0 
| 
DT — |fPr AufBa PafPa > Ba fBn Orr. 0 
0 ABEFFTIErTE 0 po, pt ... 0 po, 
0 RE Er er 0 por Orpin ... 02 PO; 
’ ; | 
0 SEIFERT 0 Püm AmPlm +.» Am (pl, 








oder, wenn man für die Determinante ihren Werth setzt, 


D.T 


| 


A.B.fPıfPr...fPr. Ye Pür 0... PA m 
(—1)"an.b" A.B.P:, 


Ban a SETS 


\ 
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und wenn man endlich auf beiden Seiten mit D—= (—1)”"ABP hebt. 
| T= a«bP=R. 


Die beiden Formen R und T, in denen die Eliminations - Resultante nach 


der ersten und zweiten Kulerschen Methode erscheint. sind also identisch. 
w. z. b. w. 


Berlin. im November 1859. 
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Ueber den biquadratischen Charaeter der Zahl 
„Zuwei”. 


(Aus einem Briefe Dirichlets an Herrn Stern zu Göttingen.) 


N 
Ks sei » eine Primzahl der Form 4n-+1 und 
p= u-+b, 


wo a ungrade. Aus dieser Gleichung und der daraus folgenden 


ro)’ +(a— 6) 


| 


2p = (a- 
ergiebt sich sogleich mit Anwendung des verallgemeinerten Symbols von 


Legendre: 
er PP \__ p = 2 
(Z)=1, u) oder (5) = (op): 
und dann nach bekannten Sätzen: 


= Eee 


oder, was dasselbe ist: 


Spy, I(n»— u Il(a-+- 5b)” — 
er), (te - yer—1 (mod. p). 








Andrerseits erhält man aus: 
(ab — a -- + 2ub=r2ab (mod. p) 
durch Erhebung zur Potenz 4(p— 1): 


(a+ br) = PD, od, EN (mod. p) 


oder, wenn man 
b=af 


setzt, und die beiden letzten Congruenzen berücksichtigt: 





ap 1), pip—l) (mod. pP): 


—— 


(er) — (—1 4(p—1+ ?ab) 
/ 











iS8 Dirichlet, biquadratischer Character der Zahl ‚‚Zwei”. 


Nun ist, weil +5 —=p, "’=a’f‘, also "= —1 (mod.p). 


rer) — RD), paeb — Zi) ,pi—D (mod. p) 


ö 7 EB NEN 
oder, wenn man mit [+ dividirt 
) ei .LIal 
2411) — gr (mod. p), 
welches Resultat in das von G@au/s im $.24 seiner fheoria residuorum bi- 


Z .. . Lab . u. o. 
yuadraticorum gegebene übergeht. wenn man mit a?“ multiplieirt und für 


af wieder db einführt. 


(söltingen, den 21°" Januar 1857. 
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Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlen- 
systeme. 
(Von Herrn E. E. Kummer zu Berlin.) 





Di. Sysieme grader Linien, welche den ganzen Raum oder einen 
Theil des Raumes so ausfüllen, dafs durch jeden Punkt ein Strahl oder eine 


gewisse Anzahl discreter Strahlen geht, sind in ihrer ganzen Allgemeinheit 


bisher noch wenig untersucht worden. Man hat sich in der geometrischen 


Betrachtung der Strahlensysteme hauptsächlich auf diejenige besondere Art 
beschränkt, wo alle Strahlen als Normalen einer und derselben Fläche auf- 
treten, deren Theorie mit der Lehre von der Krümmung der Flächen in der 
engsten Beziehung steht, und deren ausgezeichneiste Eigenschaften von 
Monge gefunden worden sind. welcher sie in mehreren Capiteln seiner 
Application de U’ Analyse a la Geometrie entwickelt hat. Da die Systeme 
von Strahlen im Raume für die Optik eine grofse Bedeutung haben, so ist 
die Theorie derselben auch im physikalischen Interesse mehrfach behandelt 
worden; von dieser Seite her ist man aber ebenfalls nicht viel über die 
Systeme der Normalen einer Fläche hinausgekommen. Es hat hier merk- 
würdigerweise grade einer der schönsten Sätze der Optik die Ausbildung 
der allgemeinen Theorie gehindert, nämlich der von Malus gefundene und 
von Dupen verallgemeinerte Satz: dafs die von einem Punkte ausgehenden 
Lichtstrahlen, nachdem sie eine beliebige Anzahl von Reflexionen an be- 
liebig gestaltelen Spiegeln, und von Refraclionen beim Durchgange durch 
beliebig begränzte Medien anderer brechender Kraft erlitten haben, stets die 
Eigenschaft behalten, Normalen einer Fläche zu sein. Nur beim Durchgange 
des Lichtes durch Krystalle geht den irregulären Strahlen diese Eigenschaft 
verloren; diese bilden Systeme von Strahlen, die nicht auf einer Fläche 
welche wegen dieser Entstehungsweise irreguläre 
Obgleich die Krystalle auch nur be- 


normal stehen können. 


Strahlensysteme genannt worden sind. 


sondere Arten derselben hervorbringen, so haben sie doch zur Betrachtung 


der allgemeinsten Strahlensysteme den Anstofs gegeben. Diese sind, so viel 


mir bekannt ist, zuerst von Hamölton in den Trransactions of the Royal 
Irish Academy, Bd. XVI behandelt worden in einem Supplemente zu seiner 


>) 
Fe U 
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orolsen Abhandlung: T’heory of systems of Rays, in welcher selbst sie 
noch nicht vorkommen, weil diese Abhandlung, den Zwecken der Optik die- 
nend, nur die regulären Systeme und deren Veränderungen durch Reflexionen 
und Refraclionen, von den irregulären Systemen aber nur diejenigen be- 
trachtet, welche beim Durchgange des Lichts durch Krystalle entstehen. In 
dem erwähnten ersten Supplemente zu dieser Abhandlung geht Hamilton 
ebenfalls von physikalischen Prineipien, namentlich von dem Principe der 
kleinsten Wirkung aus, aber er verfolgt in derselben als Hauptzweck: die 
geometrischen Eigenschaften der allgemeinen Strahlensysteme der Optik aus 
der einen Grundformel zu entwickeln, welche dieses Prineip gewährt. Er 
hat auf diesem Wege eine Reihe ausgezeichneter Eigenschaften der allge- 
meinen gradlinigen Strahlensysteme gefunden, welche jedoch nur wenig bekannt 
zu sein scheinen, da in mehreren späteren mathematischen Aufsätzen über 
verwandte Gegenstände keine Rücksicht darauf genommen wird. Diese von 
Hamilton zuerst behandelte Theorie der allgemeinen gradlinigen Strahlen- 
systeme, durch eine neue Begründung, der analytischen Geomelrie des Raumes 
anzueignen und sie zugleich in mehreren wesentlichen Punkten zu vervoll- 


ständigen, soll der Zweck der gegenwärligen Abhandlung sein. 


$. 1. 
Vorbereitende Formeln und Bezeichnungen. 

Eine jede grade Linie des Strahlensystems soll bestimmt werden 
durch einen Punkt, durch welchen sie hindurchgeht, dessen rechtwinklige 
Coordinaten x, y, 2 seien, und durch die Winkel, welche sie mit den drei 
Coordinatenaxen bildet, deren Gosinus durch $, 7, © bezeichnet werden. Das 
(Gesetz, welches die graden Linien zu einem Systeme verbindet, wird da- 
durch gegeben, dafs die sechs Bestimmungsstücke derselben: &, y, 2, &, n, & 
als continuirliche Functionen zweier unabhängigen Veränderlichen % und v 
bestimmt werden. Die Punkte x, y, 2% liegen alsdann auf einer bestimmten 
Fläche. und die Strahlen des Systems werden alle als von den einzelnen 
Punkten dieser Fläche ausgehend betrachtet. Ein jeder Punkt in einem Strahle 
wird durch seine Entfernung vom Ausgangspunkte des Strahls bestimmt, also 
durch seine auf diesem Strahl gemessene Abseisse, welche mit r bezeichnet - 
werden soll. 

Betrachtet man zwei verschiedene Strahlen des Systems, den einen, 


dessen Ausgangspunkt und Richtung durch die Gröfsen z, y, 2, 5, n, £ be- 
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stimmt sind und einen zweiten, für welchen diese Gröfsen die Werthe «+4, 
y-+Jy, z+42, +45, n-+An, +45 haben, wo Ar, Ay u.s. w. endliche 
Differenzen bezeichnen, so wird das Verhältnifs beider Strahlen gegen ein- 
ander durch folgende Stücke bestimmt: erstens durch den Winkel &, den sie 
mit einander machen, zweitens durch die Länge » der auf beiden zugleich 
senkrecht stehenden Linie. d. i. durch den kürzesten Abstand derselben. drit- 
tens durch die Richtung dieses Perpendikels, also durch die Cosinus der 
Winkel, welche dasselbe mit den drei Coordinatenaxen macht, welche z, 7, u 
heifsen sollen, und viertens durch die Abseisse r desjenieen Punktes im ersten 
Strahle, in welchem dieser seinen kürzesten Abstand vom zweiten Strahle 
hat. Diese vier Stücke werden, wie in den Elementen der analytischen 
Geometrie gezeigt wird, auf folgende Weise durch die Ausgangspunkte und 


die Richtungen der beiden Strahlen bestimmt: 
(1.) cose —= &(E$+A5)+n(n-+ An)+S(i+ A), 


(2.) sin’ & (IS — CAn? + (CIE — EIS) (SAn— nd), 
(3.)  psine = (nI°—LIAn) de + (IE — EA) Iy + (EANn— nd) Az, 











nIC— CAr LIE — EIE Eln— nAE 
(4.) a EEE. Kae bene, u 2, 
sine | u sine 
(5.) p = »da+ı4dy-+ udz, 


(6.) rsine = (u(n+In)—HI+I)) ICH TH ID) — u (54 48)) Ay 
+(4(54-I5)—z(n+4An)) Ir. 
Vermittelst der beiden Gleichungen 
++ N, 
(+45 + (n+ In) 

aus welchen man die Gleichung 
(7)  8IE+nIn+E = — 4A” An + 42°) 


erhält, kann man die Ausdrücke des cose, sine und r auch in folgende For- 


» 
» 


I 


men seizen: 

8) cos = 1-2(48°4 44409), 

(9) sine = 4°4 17°+4 4° — HAAR + IP 4+40°), 
(10.) rsin’e = — (dr J5-+ 4y dn+ 42 II) 


| 


\ 


Cs | (» 


AS AN+AE) (Art 48) Ay A442 CH I8)). 
Betrachtet man ferner den Abstand der beiden graden Linien in irgend 


einem beliebigen Punkte, welcher durch die Länge einer Linie gemessen 
25 * 











192 Kummer, allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme. 


wird, die vom zweiten Strahle nach dem ersten so gezogen wird, dafs sie 
auf diesem senkrecht steht, und nennt die Länge dieser Linie g, die Abscisse 
des Punktes, in welchem sie auf dem ersten Strahle senkrecht steht, AR und 
die Cosinus der Winkel, welche ihre Richtung mit den drei Coordinatenaxen 
bildet, x’, 4, «', so giebt die analytische Geometrie für diese Gröfsen fol- 


sende Ausdrücke: 





’ 


"40 Reı (R—PIE+ A) 


Ur = 








. COSE 
j! (R— P)(n-+ An) 
(11.) qW" — Ay — Rn ur D 
- , (R—P)(£+4 
qw — Az— RI + er ), 


in welchen der Kürze halber 
P= £dAr+ndy+54z 
gesetzt ist. 
Wenn man den zweiten Strahl dem ersten unendlich nahe rücken läfst, 
so dafs die Differenzen Ar, Ay, Iz, IS, An, IS in die Differentiale dx, 
dy, dz, dS, dn, dZ übergehen, so werden die Abstände p und g und der 


Winkel e unendlich klein und sollen durch dp, dg und de bezeichnet werden; 
die unendlich kleinen Gröfsen der höheren Ordnungen verschwinden alsdann 


gegen die der niederen Ordnungen, und man erhält: 


(12) de = d#’1d?+dl, 














..__ ndi—Ldn __ gd&—£df . $gdn—nd£ 
(13.) u z s 4 = 2 ; m de . 
(14) dp = zde-+4dy-+ udz, 
_ dx d&E-+dydn+dzdd 
(15.) rn em dE®+ dn°+de? ’ 
zdg = de -+ Rd5— 5($de-+ ndy-Ldz), 
(16.) (#dg = dy+ Rdn — n(Sde + ndy-+Cdz), 


wdqg = dz-+ Rdö— (de -+ndy--Ldze). 

Weil x, y, 2, 5, n, & Functionen der beiden unabhängigen Veränder- 
lichen « und v sind, so müssen die Differentiale derselben durch die nach 
und v genommenen parliellen Differentialquotienten und durch die Differentiale 
du und dv ausgedrückt werden. Hierbei sollen für die ersten partiellen Dif- 
ferentialquotienten und für die aus denselben zusammengesetzten Ausdrücke 
dieselben Bezeichnungen gewählt werden, welche G@au/s in der Abhandlung 


wi 
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Disquisitiones generales circa superficies curvas angewendet hat, nämlich: 

(17.) de=adu-uadr, dy=bdu--b'dv, dz — cdu --.cde, 

(18.) be —be— A, cda—ca—=B, ab — ab —=C, 

(19) +” —=E ad-b'--cl —=F, a”1b" 10" —@. 
Ferner sollen für die partiellen Differentialquotienten der Gröfsen &, n, © und 
für die aus denselben zusammengesetzten Ausdrücke folgende analoge Be- 
zeichnungen angewendet werden: 

(20) ds=adu-adv, dn—=bdu-bdv, dl= cdu-cdo, 

(21.) be—b’e=A, ca—c’a=B, ab’—a’b = (, 

(22) a+b’-®—=E, aa-+tbb+c—=F, a”+b?c”—=G, 
und aufserdem 

(23) A’+B’+C’=EG—F’= 1°. 
Ferner sollen noch folgende vier aus den partiellen Differentialquotienten von 
x, y, z und von $, n, © zusammengeselzte Ausdrücke durch einfache Buch- 


staben bezeichnet werden: 
aa-+bb+cc = e, 


aa +b'b--ce f, 
aa+bb'-cc = f, 
| da bb cc — g. 
Der Quotient der Differentiale der beiden unabhängigen Veränderlichen du 


und dv soll einfach durch Z bezeichnet werden, also 


d 
(25.) Fr —t. 


| 


(24.) 














Aus der Gleichung | 
at u a a TE 


welche durch partielle Differentiation nach % und » die Gleichungen 
fatnb+üc = (, 
Sa’ nb'+Le 0. 


giebt, erhält man auch folgende Ausdrücke von 5, n, © durch ihre partiellen 


(26.) 


\ 


Differentialquotienten 


A B . Ü 
(27.) IERETGN. PIE SRG 


welche mit grofsem Vortheil angewendet werden, welche aber in dem be- 
sonderen Falle unbestimmt sind, wo f=0 ist. Die Bedingung /=0, aus 
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welcher A=0, B—=0, C==0 folgt, findet nur für eine specielle Art von 
Strahlensystemen Stall, welche in ihrer Behandlung einige leichte Modificationen 
der alleemeinen Methode erfordern, die aber in dem Folgenden nicht beson- 
ders ausgeführt werden sollen, weil diese Strablensysteme auch als Gränzfälle 
der alleemeinen aufgefafst werden können. 


$. 2. 


Die Gränzpunkte der kürzesten Abstände eines Strahls von den unendlich nahen 
Strahlen. 


Der Ausdruck (15.) der Abseisse desjenigen Punktes des ersten Strahls. 
in welchem er seinen kürzesten Abstand von dem unendlich nahen Strahle 
hat. giebl, wenn die Differentiale d.r, dy, dz, ds, dr, dZ durch die partiellen 
Differentialquotienten und durch die Differentiale dw und dv der unabhängigen 
Variabeln ausgedrückt werden, nach den festgesetzten Zeichen: 





2. e+(f+Mt+gt? 
Ü) r=  prarrter 


Für einen bestimmten Werth des zei giebt dieser Ausdruck der Abscisse 
r den kürzesten Abstand des ersten Strahls von ernem bestimmten unendlich 
nahen Strahle: die betreffenden Werthe des r für alle unendlich nahen Strah- 
len rings um einen Strahl herum erhält man, wenn man dem 7 nach einander 
alle möglichen Werthe von {= — x bis = --x giebt. Der Nenner dieses 
Ausdrucks kann für keinen dieser Werthe des 7 gleich Null werden, weil 
EG — FF A°’-+-B’--C niemals negativ ist und weil der specielle Fall aus- 
geschlossen wird, wo EG— F° gleich Null ist. Die Werthe des r können 
also niemals unendlich grofs werden und müssen darum stets in bestimmten 
endlichen Gränzen enthalten sein. welche durch ein Maximum und ein Minimum 
des x gegeben werden. Man hat daher folgenden Satz: 

Die kürzesten Abstände eines Strahls von allen ihn umgebenden 
unendlich nahen Strahlen liegen in einem durch zwei bestimmte Punkte 
begränzten Theile dieses Strahls. 

Der nach ? genommene Differentialquotient des r, gleich Null gesetzt. 
ergiebt für die Werthe des /, welche den beiden Gränzpunkten der kürzesten 
Abstände des Strahls von den unendlich nahen Strahlen entsprechen. folgende 


Gleichung: 


(2.) (E-+2Fr-- Gr) IF 2et)— (e+(f-F)t-gt)(2F — 26) —=0. 
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oder vereinfacht: 

8) (EIFEL) Lg) —(F+EN)LeH IHN) = 0, 
und nach Potenzen von £ geordnet: 

(4) (gF— 4f-+-F)G)UÜ— (eG—gE)t-- (+ fP’)E—eF) = 0. 
Die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung, welche, wie oben ze- 
zeigt worden ist, siels real sein müssen, seien /, und /,,. so hat man: 
4(f+f)E— eF 


gF—4(f+f!)G ° 


Ub—- 





di a a a 
(9.) ', 7 = er — 1 ( ze ()G ’ 


woraus sich die beiden bemerkenswerthen Gleichungen 
(6.) E+F(4-+6)+G4b = 0. 
(7) e+t(f+f)(+b)+ gl = 0 
ergeben, denen noch folgende, aus diesen leicht abzuleitende Gleichungen hin- 


zugefügt werden mögen: 


(8.) E+2F4+G = (4—t,)/F4-G4)), 
(9.) E+2Ft,162 = (,—t)(F 68), 
(10.) PFESELE) = — 2% 


(11.) (E-+-2F4 -— Gi) (E+2Ft, +6) = IS’ — th). 

Bezeichnet man nun die beiden äufsersten Werthe der Abseisse r, 
welche den Werthen des £=/, und ?==1t, angehören, durch r, und r,. so 
hat man: 

u BE ann de Et 2Ft, Gr: 





e+(f+f')t,+gt? 
5 E+2Ft,+Gt? ° 
welche Ausdrücke vermöge der Gleichungen (2.) und (3.) folgende einfachere 


Formen annehmen: 





(3) n= — 


























._ _eHäf4) _ _ IHM +gt 
nen ee 
0 e+4lf+f)t, _ ++) +gt, 
ve. ü E--Ft, Be F-6t, 


Eliminirt man /, oder 4, aus diesen Gleichungen, so erhält man folgende 
quadratische Gleichung, deren stets reale Wurzeln r, und r, die Abseissen 
der Gränzpunkte der kürzesten Abstände eines jeden Strahls von allen un- 
endlich nahen Strahlen sind: 


(16) (EG- Pr +@E— (f+Hf)F+eG)r+eg— I ff’ — 0, 
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aus welcher folgt: 





(1) n+n=— ac nn, „.n= ze 

Die Ausdehnung des Intervalls, in welchem die kürzesten Abstände eines 
Sirahls von allen'ihm unendlich nahen Strahlen liegen, ist gleich dem Unter- 
schiede der Abscissen der beiden Gränzpunkte desselben, also gleich —r\. 
Bezeichnet man diese Länge mit 2d und die Abscisse des Mittelpunkts dieser 


beiden Gränzpunkte mit n, so hat man: 








Pe u n.+r; 
(18.) d — u I, an — ur Yih 


S. 3. 
Die Richtungen der kürzesten Abstände und die Hauptebenen. 

Es sollen nun auch die Richtungen in Betracht gezogen werden, welche 
die kürzesten Abstände eines Strahls von seinen unendlich nahen Strahlen 
haben. welche durch die oben mit #, 4, « bezeichneten Cosinus der Winkel 
bestimmt sind. die sie mit den drei Coordinatenaxen machen. Ersetzt man 
in den bei (13.) $. 1 gegebenen Ausdrücken dieser Gröfsen die Differentiale 
dx, dv, dz, dS, dn, dZ durch die partiellen Differentialquotienten und die 
Differentiale der unabhängigen Variabeln dw und dv, deren Quotient mit Z be- 


zeichnet wird. so erhält man: 
ne—Lb-+(nc'— Sb’) t 

















E 222 
YE-L2Fı LG? 
’ fa— &c Ca — Ec')i 
1) (= Pe) 
\ yE-+2FtGr 
in Eb—nat+ (Eb’—na')t 





VyE+2FI LG: 
Nimmt man nun für S, 7, 5 die oben bei (27.) $.1 gegebenen Ausdrücke: 
A B 


gs = — n = — 


41?’ l 1°’ 


Ü 
4° 


UN 


und beachletl. dafs 
Be—Ch=a’E—af., Be — Ch’ = a’F — a6. 
Ca—Ac=b’E-—bF. Ca’— Ac’ = b’F—bG. 
Ab—Ba=ecE—.cfF. Ab’— Ba’ = c’F— cG 


ısi. so erhält man: 
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a (E+Ft)—a(F- Gt) 
En b(E+FI)—b(F-+Gt) 
(?.) = T AyErt2ritoe ° 
e(E+FI)—e(F+Gt) 
17 AyE+2ritGe 

Betrachtet man nun ins Besondere die Richtungen derjenigen beiden 
kürzesten Abstände, welche in den beiden Gränzpunkten Stalt haben, also für 
t—=t, und i=ft,, für welche die besonderen Werthe von z, 4, « durch 
%5 Ai, U, und %, A,, 1, bezeichnet werden sollen, so erhält man vermöge 
der Gleichung (6.) $.2, welche zeigt, dafs E+-F/, = — t,(F-+-Gi,) ist, zu- 
nächst folgende Ausdrücke: 








’ 




















= _(a+a't,)(F+Gt,) 
u AV, ’ 
; (b+b’t,)(F+Gt,) 
a a 3 Ai 
(c+ e1,)(F+Gt,) 
u = — 2, 
| AV 


wo der Kürze wegen 





yET2FLtG? = V, 


gesetzt ist. Bezeichnet man in ähnlicher Weise die entsprechende Wurzelgröfse 





- 


yE-+2Ft,+6t = V,, 
so hat man nach (11.) und (8.) $.2 








Be en 
1 2 2 1/9 F+G6t, 2 F-+Gt, 1 
und demnach: 
& atat ‘ b-+b't, c+ct, 
(3.) 2, = u ak Au= N A uU, = — V, N 


woraus man die Werthe von %, 4», 4, durch Vertauschung von 4, und £, 
erhält, bei welcher V, in —V, übergeht: 














» ata't, i c+ct, 
. %  ——— An Sa @ ‚ . 
(6.) #2 2 ’ 2 A: 


Der Cosinus des Winkels, welchen die Richtungen der kürzesten Ab- 
stände eines Strahls von den unendlich nahen Strahlen in den beiden Gränz- 
punkten mit einander machen, hat den Werth: 


(a+at,)(atat)+(b+b’t,)(b-+b’t,)+(c+ct,)(c+ct,) 








i 2 


Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 3. 26 
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welcher nach Ausführung der Multiplication in den einzelnen Theilen 
_ E+2F(t, +,)+6t,1, 
v v, 
sieht, also, vermöge der Gleichung (6.) $.2, gleich Null ist, woraus folgt, 
dafs dieser Winkel ein rechter ist. Man hat also folgenden Satz: 

Die kürzesten Abstände eines Strahls von denjenigen unendlich 
nahen Strahlen, für welche dieselben in den beiden Gränzpunkten liegen, 
sind senkrecht gegen einander gerichtet. 

Diejenigen durch einen Strahl gehenden zwei Ebenen, welche auf den 
Richtungen der kürzesten Abstände in den beiden Gränzpunkten senkrecht 
stehen, sollen die Hauptebenen dieses Strahls genannt werden. Diese beiden 
Hauptebenen, welche nach dem soeben bewiesenen Satze auf einander senk- 
recht stehen, oder die auf denselben senkrecht stehenden Richtungen der 
kürzesten Abstände in den beiden Gränzpunkten werden am passendsten als 
diejenigen gewählt, von denen aus die um einen Strahl rings herum liegenden. 
auf demselben senkrechten Richtungen durch Winkel gemessen werden. 

Es sei ® der Winkel, welchen die Richtung des kürzesten Abstandes 
des ersten Strahls von einem beliebigen unendlich nahen Strahle mit der 
Richtung des kürzesten Abstandes in dem einen Gränzpunkte bildet, dessen 
Abseisse gleich r, ist, oder was dasselbe ist, der Neigungswinkel dieser Rich- 


tune mit der zweiten Hauptebene des Strahls. so hat man: 
io) ’ 








“ u | 2 7 we — 
%| 79 "T ba hr 1 u, Us 


(7) cosw = 412 hi - mu, 
und wenn die bei (2.) und (6.) gegebenen Ausdrücke von %, 4, u, %. 4, 4 
eingeselzt werden: 


( 
oder vermöge der Gleichung (6.) $.2 


(F+Gt,)(t,—1t) 
V yE+2Ft-+Gt? 


_ E+Ft, +t(F+Gt,) 
V, YyEt2Ft+-GI® 








) 


DD 


.) co = 








\ 


(9)  cosw 


Hieraus erhält man: 


(10.) sin® — I(t—1,) 


V yE+2FtGe 
AUt—t,) 
(F+Gt,)(t,—t) 








’ 





(11.) tangw 


und folglich 
It, cose+(F+Gt,)t, sin 


BR) ee TE) 23: Ar TR 
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mittelst welcher Formel man den Quotienten ?— = überall durch den Win- 
Ä 


kel w ersetzen kann, der die geometrische Beziehung eines benachbarten Strahls 
zu dem ersten Strahle unmittelbarer ausdrückt als jener Quotient. Führt man 
diese Substitution aus in dem Ausdrucke 

et(f+f!)ttgr? 


ME #572 Tr 
der Abseisse desjenigen Punktes eines gegebenen Strahls,. in welchem einer 
der unendlich nahen Strahlen den kürzesten Abstand von ihm hat. so erhält 
man zunächst 

(13.) E-2Ft1Gr — ni FERN 
| (deos»+(F+Gf,)sinw)’ 


ferner erhält man 





(14) e+(tf’)e+gl 


Pe P(e+(f+Hf)t, +gt7)cos®’w-+(F+Gt,)(e+(f+ f’)t,+gt})sin’w 
ca (Acos®+(F-+Gf,)sinw)? 





Durch Division dieser beiden Ausdrücke, wenn man noch von der Formel (4.) 
Gebrauch macht, nach welcher SV’ = (F-Gft,)’V7 ist, hat man 


M e+(f+f)t + ot? R 
(15.) re > A. op cosw — TLORI LO2 
E-+2Ft,+Gt} E-+2Ft, +Gt? 


und vermöge der bei (12.) und (13.) $.2 gegebenen Ausdrücke von r, und r;: 


(16.) r = r,c0os®’w-+-r,sin’w. 


e+(f+-f")t, + gt? 


*-sin’w, 








Diese elegante Formel, welche eine sehr einfache Beziehung der 
Gränzpunkte der kürzesten Abstände eines Strahls zu dem kürzesten Abstande 
eines beliebigen unendlich nahen Strahls ausdrückt. hat Hamilton in dem schon 
oben angeführten Supplemente zu seiner Abhandlung On the Theory of 
Systems of Rays gefunden, in welcher er die Punkte, in denen zwei un- 
endlich nahe Strahlen ihren kürzesten Abstand haben, unter dem Namen 
„errtual foci‘“ behandelt; auch hat er daselbst die Gränzpunkte der kürzesten 
Abstände und die beiden auf einander senkrecht stehenden Hauptebenen eines 


jeden Strahls zuerst nachgewiesen. 


S. 4. 


Die Brennpunkte der Strahlen, die Mittelpunkte derselben und die Fokalebenen. 


Für die Gröfse des kürzesten Abstandes dp zweier unendlich nahen 
Strahlen und für den unendlich kleinen Winkel de, unter welchem diese Strah- 


len gegen einander geneigt sind, findet man aus den oben bei (12.) und (14.) 
26 * 
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$. 1 gegebenen Ausdrücken, durch Einführung der partiellen Differentialquo- 
tienten und der Differentiale dw und dv der beiden unabhängigen Variabeln 
anstatt der Differentiale dx, dy, dz, dö, dn, dö und durch Anwendung der 
gefundenen Werthe der Gröfsen z, 4, u, folgende Ausdrücke: 


(1.) de = duyE-+2Ft--Gt}, 


2) dp — du +et(EHFN—(e+MNF+GN) 
AyE+2FT + GI? 





\ 








y) 


also 
(3.) dp _ (PHgN(ELFN)—(e+ft)(F+G), 


Hieraus folgt, dafs für diejenigen Werthe des /, welche der Gleichung 

4) (P+ge)(E+FO)—(e+ft)(F+GL) — 0 
genügen, der Strahl von den betreffenden unendlich nahen Strahlen geschnitten 
wird, das heifst, dafs der kürzeste Abstand des Strahls, welcher im allgemeinen 
eine unendlich kleine Gröfse der ersten Ordnung ist, für diese besonderen 


Werthe des /, also für die denselben zugehörenden unendlich nahen Strahlen, 
eine unendlich kleine Gröfse einer höheren Ordnung ist. Diese Bedingungs- 





gleichung entwickelt, giebt: 

5) (eF—fG)fr—-(@gE—(f—F)F—eG)!+-FE-—eF = 0, 
und wenn die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung mit r, und 
t, bezeichnet werden, so ist 


2 12 __—gE+lf—f')F-+eG _PE—eR 
(6.) T, | T; on gF —IG >) T] T, SEE gF— fG 











Diese quadratische Gleichung hat nicht die ausgezeichnete Eigenschaft der 
oben behandelten, dafs ihre Wurzeln 7, und z, stets real sind; dieselben 
werden vielmehr real oder imaginär je nach der Beschaffenheit der Gesetze, 
welche die graden Linien im Raume zu einem Systeme verbinden. Man 
hat demnach zwei besondere Gattungen von Strahlensystemen zu unterscheiden, 
nämlich solche, in welchen jeder Strahl von zwei unendlich nahen Strahlen 
geschnitten wird, und solche, in denen ein Schneiden unendlich naher Strahlen 
überhaupt nicht Statt findet. Als dritte Gattung von Strahlensystemen kommen 
noch diejenigen hinzu, in welchen gewisse Theile des Systems der ersten, 
andere der zweiten Gatlung angehören. 


Diejenigen beiden Punkte in einem Strahle, in welchen er von den 
unendlich nahen Strahlen geschnitten wird, werden die Brennpunkte dieses 








i 5 
h 
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Strahls genannt. Dieselben sind als reale Punkte nur dann vorhanden, wenn 
t, und z, real sind. 

Die Abseissen der beiden Brennpunkte findet man aus dem allge- 
meinen Ausdrucke der Abseisse des Punktes, in welchem der Strahl seinen 
kürzesten Abstand von einem unendlich nahen Strahle hat. welcher oben 
(1.) $. 2 gefunden worden ist, wenn man in demselben dem £ die beiden 
bestimmten Werthe 7, und z, giebt. Bezeichnet man die denselben ent- 


sprechenden Abseissen der Brennpunkte mit 9, und @,, so hat man 








\e _. _.e+(f+f)z, +gr} 
BRIR,. E+2Fr, +Gr? 
(7) 7 _ _ e+(f+f)z,+gr; 


E-+2Fr, + Gr} 
welche Ausdrücke vermöge der quadratischen Gleichung (4.), deren Wurzeln 
z, und r, sind, folgende einfachere Formen erhalten: 





‘) — ER 1.1. — Prgr 
8 - E-+Fr, F+Gr, ’ 
(3) a e+frr,  f'+gr, 
u, E+Fr, F+Gr, 


Eliminirt man aus diesen Gleichungen r, oder r,. so erhält man folgende 
quadratische Gleichung, deren Wurzeln o, und 9, sind: 
(9) (EG—-Fr+(@gE—(f+f')F+eG)rteg— fl! = 0, 


man hat daher 
gE—(f-P)F-+eG er — ff’ 

(10.) 94 mar 1? ’ 0.9 = WE; ' 
Vergleicht man diese quadratische Gleichung, deren Wurzeln o, und o, 
die Abscissen der beiden Brennpunkte sind, mit derjenigen, deren Wurzeln 


r, und r, die Abscissen der Gränzpunkte der kürzesten Abstände sind. so 














hat man 
(11.) 0,0: I r+r, 
RER | 5 _ 
(12.) 1 rt 


Die erste dieser beiden Gleichungen giebt folgenden Satz: 

Der Mittelpunkt der beiden Brennpunkte eines jeden Strahls 
fällt mit dem Mittelpunkte der beiden Gränzpunkte der kürzesten Ab- 
stände zusammen. 

Dieser gemeinschaftliche Mittelpunkt der beiden Brennpunkte und der 
beiden Gränzpunkte soll der Mittelpunkt des Strahls genannt werden. 
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Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkte sei gleich d, also 
(13.) 0 == un 
Die vier Gröfsen ?,, "5, 0. © können durch die drei Gröfsen m, 
d und Ö ausgedrückt werden; man erhält nämlich aus der Gleichung (11.) 


und aus den beiden Gleichungen (18.) $.2: 
n—=m-+Jd, r =m—d, 


14. t \ ’ 
En B—=m+ld, 9=m-—). 
Die Gleichung (12.) giebt demnach 
- 2 __ 9 d—f/ 


woraus folgt, dafs der Abstand der beiden Brennpunkte vom Mittelpunkte 
niemals gröfser ist, als der Abstand der beiden Gränzpunkte der kür- 
zesien Entfernungen vom Mittelpunkte, dals also die Brennpunkte stels 
nur zwischen den Gränzpunkten der kürzesten Abstände liegen oder höch- 
stens mit denselben zusammenfallen können. 

Die beiden Ebenen, welche durch einen Strahl und durch je einen 
der beiden unendlich nahen Strahlen gehen. welche diesen Strahl schneiden. 
sollen die Fokulebenen dieses Strahls genannt werden. 

Die Fokalebenen sind nur dann als reale Ebenen vorhanden, wenn 
die Brennpunkte real sind, die Lage derselben gegen einander und gegen 
die Hauptebenen wird am einfachsten aus der Gleichung r = r, cos’ w-+-r, sin’ 


bestimmt, welche 

(16.) osu= sin’w — San 
eiebt. Nimmt man nämlich r —=o,, so wird » der Winkel, welchen die erste 
Fokalebene mit der ersten Hauptebene macht, nimmt man r=9,, so wird 
o der Winkel der zweiten Fokalebene mit der ersten Hauptebene. Be- 
zeichnet man diese beiden Winkel mit &, und w,, so giebt der Unterschied 
o,— wo, den Winkel, den die beiden Fokalebenen mit einander machen. 


welcher mit 7 bezeichnet werden soll. Man hat daher: 





7 r, ea a 0 — r 
cos’ w, — im sin w, = —— I, 
41m ne A „Tr 
(17.) en: 
„3 7,0; 2.2 0, —T, 
DE Een sınw, = ———- , 
r,—r, „.—r, 


und. wenn man nach den Gleichungen (14.) die Absceissen der Brennpunkte 
und Gränzpunkte durch die drei Gröfsen m, d, Ö ausdrückt, so erhält man 


EEE 
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' 'd-+0 

0050, = sinn, = Y57: 
(18.) | 
' d—0d 

sind, — 008 — Ir 


Weil demnach »®, = Ir — w, ist, und wegen der senkrechten Lage der beiden 


Hauptebenen gegen einander der Winkel der zweiten Fokalebene mit der 
zweiten Hauptebene gleich 47 — ıw,, also gleich dem Winkel », der ersten 
Fokalebene mit der ersten Hauptebene ist, so folgt: 

Die beiden HFokulebenen eines jeden Strahls liegen symmetrisch 
gegen die beiden Hauptebenen desselben, in der Art, dafs die Halbirungs- 
ebenen des Winkels der beiden Kokalebenen dieselben sind, als die Hal- 
birungsebenen des rechten Winkels, welchen die beiden Hauptebenen bilden. 
0 — @, der beiden Fokalebenen hat man, wegen 





Für den Winkel y= 


IT. 


wo 


WW, = 0, — 
-T, 


[De 


In — 2, = di, — 


\ 


7 
wo, = 41 — 1, wow — in- 
Aus x 275 u 


(19.) 


cos2w, —= c08s’w, — sin’w, und cosy = sin ?w, — 2sinw, c08W,; 


w— 


Ay 
/ ? 





also siny = 
die Gleichungen (18.) geben daher: 
Yd’—0°? 


‚ Ö 
(20.) siny= 7 ng 





S. 5. 


Die mit einem jeden Strahlensysteme zusammenhängenden Flächen. 


Die fünf bestimmten Punkte in einem jeden Strahle des Systems, 
nämlich die beiden Gränzpunkte der kürzesten Abstände, die beiden Brenn- 
punkte und der Mittelpunkt, haben zu ihren geometrischen Orten für alle Strah- 
len des Systems fünf Flächen, welche durch das Strahlensystem vollkommen 


bestimmt sind und mit demselben in den engsten Beziehungen stehen. 
Die beiden Flächen, in denen die Gränzpunkte der kürzesten Abstände 


liegen, stellen sich analytisch gewöhnlich nur als eine einzige Fläche dar, in- 
sofern sie beide durch eine und dieselbe Gleichung repräsentirt werden, sie 
können darum auch als zwei verschiedene Theile oder Schalen einer Fläche 
angesehen werden; da es aber durchaus nöthig ist dieselben von einander zu 
unterscheiden, so sollen sie in dem Folgenden überall als zwei Flächen an- 
gesehen und mit F, und Fr, bezeichnet werden. Diese beiden Flächen 
theilen den ganzen Raum in der Art ab, dafs zwischen denselben die 
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kürzesten Abstände aller unendlich nahen Strahlen des ganzen Systems 
liegen, aufserhalb derselben aber keine. 

Geht man von irgend einem Strahle des Systems zu demjenigen un- 
endlich nahen Strahle über, dessen kürzester Abstand von demselben in der 
Fläche #, liegt, von diesem wieder zu dem nächsten, dessen kürzester Ab- 
stand von jenem in #, liegt, und so fort, so bilden alle diese auf einander 
folgenden Strahlen zusammen eine gradlinige Fläche O,, deren Durchschnitts- 
curve a, mit der Fläche #\, diejenige Curve der gradlinigen Fläche ©, ist, 
in welcher die kürzesten Abstände je zweier auf einander folgenden graden 
Linien derselben liegen. Dieselbe gradlinige Fläche ©, schneidet auch aus 
der Fläche F', eine bestimmte Curve d, aus. Macht man dasselbe in Beziehung 
auf die Fläche #,, so erhält man eine gradlinige Fläche ©,, für welche die 
kürzesten Abstände je zweier unendlich nahen graden Linien auf #5 in einer 
Curve a, liegen. und die gradlinige Fläche @, schneidet auch aus #\, eine 
bestimmte Curve d, aus. Weil alles dieses für einen jeden Strahl des Systems 
gilt. von dem man ausgehen will, so hat man eine ganze Schaar von grad- 
linigen Flächen @,, deren Curven der kürzesten Abstände je zweier unendlich 
nahen graden Linien eine Schaar von Curven a, auf der Fläche #, ergeben, 
und welche aus der Fläche F\, eine Schaar von Curven d, ausschneiden. 
Ebenso hat man eine zweite Schaar von gradlinigen Flächen O,, welche auf 
F'\, ihre Curven 4, der kürzesten Abstände der unendlich nahen graden Linien 
haben. und welche aus #1 eine Schaar von Curven 5, ausschneiden. 

Wenn «, y’, 2’ die Coordinaten des ersten Gränzpunktes der kürzesten 
Abstände für den von dem Punkte 2, y, z ausgehenden Strahl sind, so hat man 


!=ete, 


s 


R] FORT E ! z ‘ a! ’ ’ 7 


Ir 


als Gleichungen der Fläche F,. in der Form, dafs die Coordinaten eines 
jeden Punktes dieser Fläche als Functionen der beiden unabhängigen Va- 
riabeln # und vo ausgedrückt sind. In derselben Weise hal man 


] Mi ! } ’ | 
» — Ba - - — ee 4 [>72 — if _|. 


UV 


als Gleichungen der Fläche #,. Um die Schaaren der gradlinigen Ober- 
flächen ©, und ©, zu finden, mufs man die beiden Differentialgleichungen 


de dv 


SE ——1, 


du 13 du 


integriren. Wenn die vollständigen, eine willkürliche Constante enthaltenden 
Integrale derselben gefunden sind, und man eliminirt mittelst einer dieser 
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beiden Integralgleichungen aus den beiden Gleichungen 


! ' ’ FR | 


—L Y u 2 — ln 
$ 7 S 
eines jeden Strahls die Gröfsen « und », so erhält man eine Gleichung für 


die Goordinaten =’, y’, 2’, welche eine willkürliche Constante enthält und 


die ganze Schaar der gradlinigen Flächen O, oder ©, darstellt, je nachdem 
die eine oder die andere Integralgleichung angewendet worden ist. Die 
beiden Schaaren der Curven a, und 5, auf F,. und a, und 5, auf F}, erhält 
man unmittelbar, indem man mit den drei Gleichungen einer dieser beiden 
Flächen eine dieser beiden Integralgleichungen verbindet. 

Die beiden Flächen, in welchen die Brennpunkte eines jeden Strahls 
liegen, welche die Brennflächen des Strahlensystems genannt werden und 
hier mit 2, und &, kurz bezeichnet werden sollen, existiren als reale Flächen 
nur dann, wenn die Strahlen reale Brennpunkte und die beiden Wurzeln 
t, und 7, der quadratischen Gleichung (5.) $.4. reale Werthe haben. 

Geht man von einem beliebigen Strahle aus zu demjenigen unendlich 
nahen Strahle fort, welcher jenen in dem auf #, liegenden Brennpunkte 
schneidet, von diesem weiter zu dem folgenden, welcher ihn in dem auf &, 
liegenden Brennpunkte schneidet, und so fort: so erhält man eine Reihe von 
Strahlen, deren jeder den vorhergehenden in einem Punkte der Fläche 3, 
schneidet. welche also zusammen eine abwickelbare Fläche bilden. deren 


Wendungskurve auf der Fläche 2, liegt, und welche auch aus der Fläche &, 
Diese abwickelbare Fläche soll mit .2.. 


3% 





eine bestimmte Curve ausschneidet. 
ihre Wendungscurve mit «, und ihre Durchschnittseurve mit der Fläche 2, mit /; 


bezeichnet werden. Weil man hierbei von einem jeden beliebigen Strahle des 
Systems ausgehen kann, so erhält man eine ganze Schaar von abwickelbaren 
Flächen (2,, deren Wendungspunkte auf der Fläche 2, eine Schaar von Curven «, 
bilden, und welche auf der Fläche &, eine Schaar von Curven /, bestimmen. 
Ebenso erhält man, von den auf der Fläche 2, liegenden Brennpunkten der 
Strahlen ausgehend, eine zweite Schaar abwickelbarer Flächen £2,, deren Wen- 
dungscurven «, eine auf der Fläche &, liegende Schaar von Curven sind, und 
welche auf der Fläche 2, eine Schaar von Curven /?, bestimmen. Also: 
Ein jedes System von Strahlen, welches reale Brennflächen hat, 
läfst sich auf zwei verschiedene Weisen zu einer Schaar abwickelbarer 
Flächen zusammenfassen, deren Wendungscurven zu ihren geometrischen 


Orten die beiden Brennflächen haben. 
27 
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Weil die Wendungscurven «, der abwickelbaren Flächen (2, als 
solche von allen in 2, liegenden Strahlen berührt werden, und weil sie auf 
































der Fläche 2, liegen, so folgt, dafs alle Strahlen einer jeden abwickelbaren 
Fläche 2,,. also überhaupt alle Strahlen des Systems, die Fläche 2, berühren. 
Ebenso folgt auch, dafs alle Strahlen des Systems die andere Brennfläche 
P, berühren müssen. Man hat daher folgenden Satz: 

Alle Strahlen eimes Systems mit realen Breunflächen sind ye- 
meinschaftliche Tungenten der beiden Brennflächen. 

Als eine unmitlelbare Folge dieses Salzes verdient auch folgender 
Salz erwähnt zu werden: 

Ein jedes Strahlensystem mit realen Brennflächen kann als System 
aller gemeinschaftlichen Taangenten zweier Flächen oder auch als System 
aller Doppeltangenten einer und derselben Fläche geometrisch definirt 
werden. 

Man kann auch, um ein System vollständig zu bestimmen, nur die 
eine seiner beiden Brennflächen, z. B. &,. und zugleich die Schaar der Cur- 
ven «, auf derselben als gegeben ansehen, also: 

Ein jedes Strahlensystem mit realen Brennflächen kann als das 
System aller Tangenten einer auf einer Fläche liegenden Schuur von 
Uurven geometrisch definirt werden. 

Weil die in einer abwickelbaren Fläche 42, liegenden Strahlen alle 
auch die Fläche &, berühren, so folgt. dafs die Curve f,. welche sie mit 
derselben gemein haben, eine Berührungscurve beider Flächen sein muls. 
Ebenso folgt, dafs jede abwickelbare Fläche (2, die Fläche &, in einer 
ganzen Curve berührt, d. h. einhüllt. Also: 

Eine jede der beiden Brennflächen wird von einer der beiden 
Schaaren abwickelbarer Flächen eingehüllt, in welche alle Strahlen des 
Systems sich zusammenfassen lassen. 

Da nach einem bekannten Satze die erzeugenden graden Linien einer 
abwickelbaren Fläche, welche eine andere Fläche in einer ganzen Curve 
berührt, die conjugirten Tangenten zu den Tangenten dieser Curve sind, 
so folgt: 

Die beiden Schaaren von Curven, welche durch die beiden Schaaren 
von abwickelbaren Klächen auf den Brennflächen eines Strahlensystems 
bestimmt werden, schneiden sich auf jeder der beiden Brennflächen in con- 

jugirten Richtungen. 
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Wenn die beiden Brennflächen &, und 2, sich schneiden. so ist eine 
jede Tangente der Durchschnitiscurve einer der Strahlen des Systems und 
folglich eine Tangente einer der Curven «,; die Durchschnittseurve und 
diese Curve «&, haben also eine gemeinschaftliche Tangente und zwar in 
demselben Berührungspunkte; die Durchschniltscurve wird also von der Curve 
&, berührt, und weil dasselbe für alle verschiedenen Tangenten der Durch- 
sehnittscurve Statt hat, so folgt, dafs die Durchschniltscurve von allen Curven 
der Schaar «, berührt wird. Ebenso folgt, dafs die Durchschnittscurve auch 
von allen Curven der Schaär «&, auf 2, berührt wird. Man hat daher fol- 
genden Satz: 

Die Durchschnittseurve der beiden Brennflächen ist die einhüllende 
Curve oder Gränzeurve für alle auf den beiden Brennflächen liegenden 
Wendungscurven der abwickelbaren Flächen, en welche die Strahlen des 
Systems zusammengefafst werden können. 

Die Gleichungen der beiden Brennflächen erhält man in derselben 
Weise, wie oben die Gleichungen der Gränzflächen der kürzesten Abstände, 


mit Hülfe der Abscissen der Brennpunkte o, und o,, nämlich: 


r „ nie . ; > J — - | > DI un J 
L =I- 0,S; Y —— 1 0,7; nn — | 0,= 
und 
- 1} ! o 
2 2 7025: 


"—_yt4on ’=?2+ 

Die beiden Schaaren der abwickelbaren Flächen (2, und (2, und die Schaaren 

der Curven «,. P, auf 2, und «,, f, auf &, erhält man durch die vollstän- 
dige Integration der Differentialgleichungen 

dv dv 

"Pur du 

in derselben Weise wie dies oben für die Flächen ©, und @, und die 
Systeme der Curven a,, d, auf F, und a,, b, auf F, gezeigt worden ist. 

Was nun endlich diejenige stels reale Fläche betrifft, auf welcher die 

Mittelpunkte aller Strahlen des Systems liegen, welche deshalb die Mittelfläche 

des Strahlensystems genannt werden soll, so ist dieselbe besonders in der 

Beziehung von Wichtigkeit, dafs sie am passendsten für diejenige Fläche ge- 

wählt werden kann, von welcher alle Strahlen des Systems als ausgehend 

betrachtet werden. Rechnet man nämlich die Abscissen der Punkte in den 


einzelnen Strahlen von der Mittelfläche aus, so hat man 
Gemeine I 0, = 0 seE — (f+-f')F+eG =(, 


wodurch eine nicht unbeträchtliche Vereinfachung herbeigeführt wird. 
27 * 
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Die Gleichungen der Mittelfläche erhält man aus dem Ausdrucke der 


Abscisse des Mittelpunkts 


nt __ __8gE-(f+f)F+eG 
u ee 27 i 





nämlich 
2 —=ıc4mi, Y=ytm, !=z+mX. 

Alle diese mit den Strahlensystemen eng verbundenen Flächen, die 
Gränzllächen der kürzesten Abstände, die Brennflächen und die Mittelfläche 
können in besonderen Fällen zu Linien oder selbst zu Punkten entarten, auch 
können gewisse von diesen Flächen im Unendlichen verschwinden oder auch 
sich so mit einander vereinigen, dafs sie sich decken. Zu den verschiedenen 
speciellen Arten der Strahlensysteme, welche in dieser Weise als Gränzfälle 
der allgemeinen auftreten, gehören auch die Systeme der Normalen einer 
Fläche, für welche die beiden Brennflächen mit den Gränzflächen der kür- 
zesten Abstände zusammenfallen. Von dem Verhältnisse dieser besonderen 
Art der Strahlensysteme zu den allgemeinen soll später ausführlicher gehan- 
delt werden. Aufserdem verdient hier diejenige Art der Strahlensysteme eine 
besondere Erwähnung, für welche 7=0 und darum A=0, B=(, C—=0 
ist. welche von der allgemeinen Untersuchung ausgeschlossen werden mufsten, 
weil die Ausdrücke für 5, n, © durch die partiellen Differentialquotienten (27.) 
$. 1 für dieselben unbestimmte Werthe ergeben. Für diese besondere Art 
der Strahlensysteme verschwinden die Gränzflächen der kürzesten Abstände 
beide im Unendlichen, ebenso verschwindet auch die Mittelfläche im Unend- 
lichen, von den beiden Brennflächen aber geht nur eine im Unendlichen ver- 
loren. während die andere eine endliche bestimmte Fläche bleibt. Von den 
beiden Schaaren abwickelbarer Flächen, in welche die Strahlen eines solchen 
Systems zusammengefafst werden können, enthält die eine, deren Wendungs- 
curven auf der unendlich entfernten Brennfläche liegen, nur Cylinderflächen. 
Ein solches System kann, wie sich hieraus ergiebt, geometrisch dargestellt 
werden als das System aller derjenigen Tangenten einer Fläche, welche den 
Tangenten irgend einer auf derselben gegebenen Curve parallel sind. 


S. 6. 


Das Dichtigkeitsmaafs. 


Betrachtet man die drei Gröfsen &, n, {, welche der Gleichung 
+74 = 
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genügen, als die rechtwinkligen Coordinaten einer Kugel, deren Radius gleich 
Eins ist, so hat man zu jedem Strahle des Systems einen entsprechenden 
Punkt auf der Kugelfläche und zu jeder continuirlichen Reihenfolge von 
Strahlen eine entsprechende continuirliche Curve auf der Kugelfläche. Legt 
man nun durch irgend einen Punkt eines Strahls eine auf demselben senk- 
rechte Ebene und zieht in dieser Ebene eine Curve, so entspricht der Schaar 
von Strahlen, welche durch diese Curve hindurchgehen, eine Curve auf der 
Kugel. Nimmt man jene ebene Curve so, dafs ihre einzelnen Punkte sich 
nur unendlich wenig von dem Fufspunkte des ersten Strahls entfernen, auf 
welchem die Ebene der Curve senkrecht steht, und dafs sie einen um diesen 
Punkt herumliegenden unendlich kleinen Flächenraum umschliefst, so erhält 
man als die entsprechende Curve auf der Kugel ebenfalls eine geschlossene 
Curve mit unendlich kleinem Flächenraume. Das Verhältnifs dieser beiden 
unendlich kleinen Flächenräume, welches in dem Falle, wo das Strahlensystem 
ein System von Normalen einer Fläche und die senkrechte Ebene eine 
Tangentialebene derselben ist, von Gau/s als das Krümmungsmaafs dieser 
Fläche definirt worden ist, hat auch für die allgemeinsten Strahlensysteme 
dieselbe Wichtigkeit, zwar nicht als Maafs einer Krümmung aber als Maals 
der Dichtigkeit des Strahlensystems. Das Dichtigkeilsmaafs eines Strahlen- 
systems wird demnach folgendermaafsen definirt: Wenn durch irgend einen 
Punkt eines Strahls eine auf demselben senkrechte Ebene gelegt und in 
dieser eine dem Strahle unendlich nahe geschlossene Curve angenommen wird. 
deren Flächenraum gleich f ist, und der Flächenraum der entsprechenden 


Curve auf der Kugel gleich %, so soll 7 das Dichtigkeitsmaafs des Strah- 


lensystems in diesem Punkte genannt werden. 

Es sei dyg der unendlich kleine Abstand eines Punktes der Curve f 
von dem Fufspunkte des auf der Ebene dieser Curve senkrechten Strahls, 
welcher durch die Gröfsen x, y, 2%, 5, n, & und durch die Abseisse R ge- 
geben ist, ferner seien z', 4, «' die Cosinus der Winkel, welche dy mit den 
drei Coordinatenaxen bildet; es sei ferner der durch den anderen Endpunkt 
von dg hindurchgehende Strahl durch die Gröfsen e-+dr, y+dy, s-dz, 
&+ds, n+dn, ©4d{ bestimmt: so hat man nach (16.) $.1 die Gleichungen: 


zdy = de -+ Rds— £ (Sdıx + ndy - Zdz), 
(1.) )'dy dy + Rdn — n(&de-- ndy + Sdz), 


\ 


uwdy = dz+ Rdt—L(&de 4 ndy + Cie), 
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Es sei ferner @ der Winkel, welchen dy mit einem Perpendikel auf der er- 
sten Hauptebene macht, und darum 47 —« der Winkel, den es mit einem 





Perpendikel auf der zweiten Hauptebene macht, so ist: 


cos“ s 


\ 


ze-hh 
(2.) . Pag 3a ' 
sine = 32 +hh+ mW. 

Hultiplieirt man diese beiden Gleichungen mit dg und setzt die Werthe von 
zdg, Kdg, u'dg aus (1.) ein, indem man beachtet, dafs 


as hntwms =, 
5+hn+ mL —= 0 
ist. so erhält man: 
3 | dycosa — sdre-+4,dy-+ u,dz-+R(z,ds--4,dn+ udö). 
ri ) dgsne = de ,dy-+ wdz- RiadS-+hdn-+u,dS). 


Selzt man nun für z,, 4, a, und %,. A,, u, ihre im $.3, bei (5.) und (6.) 
gefundenen Werthe und drückt die Differentiale dw, dy, dz, d&, dn, dS durch 
die partiellen Differentialquolienten und die Differentiale du und dv der un- 


abhängigen Variabeln aus, so erhält man: 


(4) dycosa —= — A,du — Bd, 
| ! dy sine — + A,du —- B, dv, 


| 
wo der Kürze wegen geselzt ist: 


4 Ct +REHFL) 4 __e+fnHR(E+ FR) 
ni 7 . +47 r 

















V V, 
Die ER TÖPFE) ie nn EERERIETSN, 
v, h v, 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Division: 
2  . 
(3.) lang « = — At B,1 


und hieraus: 
BR A, cos@-+ A, sin« 
Br B,cos@a+ B,sin« 


Es sei nun do das dem dg entsprechende Bogenelement auf der Kugel- 
Näche, so hat man aus den Coordinaten seiner beiden Endpunkte, welche 
Sn, $ und S+dS, n+dn, S+dS sind: 
(7.) do= yYds’-+ dr’ +dE’ —= duyE + 2Ft-+ Gt”. 


Die Cosinus der Winkel, welche das Element do auf der Kugel mit den drei 
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Coordinatenaxen bildet, nämlich: 





de dn dc 
do ’ do ’ do ’ 


sind demnach gleich 
N c+et 
YE-+2Ft+Gr? yE-+2Ft+Gr® yVE+2FtGe 
Wenn nun /, den Werth des £ für @=0 bezeichnet, so ist 


chung (6.): 
A, 


(9.) . =— 00 wer 


1 


und wenn der dem Winkel & entsprechende Winkel auf de 
o' bezeichnet wird, so hat man aus den bekannten Richtungen seiner beiden 


Schenkel: 

(0) ne — Free EFF ETF ET N NeteN 
Pe uns VE+ BET, FÜR yEFBF+Gr | 
oder vereinlacit: 


(11) cose' — 














nach (Glei- 


r Kugellläche mil 








E-+Fi,+(F+Gt,)i 
yE+2Ft, +Gt? yE+2FI Gt? ' 
woraus man folgenden Ausdruck des lange’ ableitet: 


Sesiiiiie; At—t,) 
(12) tange —= EIFL HELEN T 


welcher differentiirt 








‘ N u Adt 
u. ee E-+2Ft+Gt? 





giebt, und folglich mit do’ multiplieirt nach Gleichung (7.) 
(14.) do’de' —= Adudt. 


Ferner erhält man durch Differenliation der Gleichung (6.) 
i (4,B,—4,B,)da 
(m) la: (B,cos«e-+B, sin«)* 


dv RE 
wenn — — ? nach tGlei- 
du 





und aus der ersten der beiden Gleichungen (4.). 


chung (6.) durch « ausgedrückt wird: 
(AB, —4,B,)du 
(16.) ha B,cos«e+B, sin« ’ 





also 
(17.) dy’da = (A,B,— 4,B,)du’dt, 


und diese Gleichung mit (14.) verbunden, giebt: 
:dy’de. 





1,0 4 
(18) doda —= AB,—-AB 
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Weil für die unendlich kleine Curve f die Linie dy der Radius Vector ist 
und « der zugehörige Winkel, und für die unendlich kleine Curve g auf der 
Kugel do der Radius Vector und «' der zugehörige Winkel, so ist: 


(19.) — 3 / "dy’de, 9 3 "do’del. 


0 


Die Integration der Gleichung (18.) in den Gränzen @—=0 bis a = 2ı, 
welchen dieselben Gränzen des «' entsprechen, giebt daher: 


2] 
20) 9= ABB f: 





Bezeichnet man nun das Dichtigkeitsmaafs mit ©, so dafs 0=7 ist, so hat 


man folgenden Ausdruck desselben: 
. BEE‘ AI 
GI: Oo = m Ta 





Aus den bei (4.) gegebenen Werthen der Gröfsen A,, D,, 4A,. B, erhält man 


AB,— AB, = leg + @E— (+ F')F+eG)R+LR); 
nach den im $.4 (10.) gefundenen Werthen der Abseissen o, und o, der 


heiden Brennpunkte ist aber: 
l 2 
el! = 0,94, 


sE— (f+f')FteG = — (,+0)F, 
und weil nach (4.) 8.3 V,V;: = 4I(t,— t,) ist, so hat man: 
22) AB—AB, = 490 — (940) R+ R). 
Der Ausdruck des Dichtigkeitsmaafses © nimmt daher folgende einfache Form an: 


1 
23. 0 — 
( ) 0,0, — (0, +0,)RK+ R’ 











oder 
1 


(0, Re —R) 

Das Dichtigkeitsmaafs in jedem Punkte eines Strahls ist also gleich 
dem reciproken Werthe des Products der Entfernungen dieses Punktes 
von den beiden Brennpunkten des Strahls. 

Das Dichtigkeitsmaals ist stets real, auch wenn die beiden Brenn- 
punkte imaginär sind. Für Strahlensysteme mit realen Brennflächen ist das 
Dichtigkeilsmaafs posiliv für alle aufserhalb der beiden Brennflächen liegenden { 
Punkte, negativ für die zwischen denselben liegenden, und es hat. wie aus | 





24) 0= 
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dem Ausdrucke desselben leicht zu ersehen ist, in dem Mittelpunkte eines 
jeden Strahls seinen gröfsten negativen Werth, in den Brennpunkten aber 
ist es unendlich grofs. In den Strahlensystemen mit imaginären Brennflächen 
ist das Dichtigkeitsmaafs stets positiv, und hat in dem Mittelpunkte eines jeden 
Strahls sein Maximum. 

Falst man alle diejenigen einem gegebenen Strahle unendlich nahen 
Strahlen zusammen, welche durch die mit f bezeichnete auf dem Strahle 
senkrecht stehende unendlich kleine Fläche hindurchgehen, so bilden dieselben 
ein unendlich dünnes Strahlenbündel, welches von derjenigen gradlinigen 
Fläche begränzt ist, deren erzeugende grade Linien die durch die umgränzende 
Curve der Fläche f hindurchgehenden Strahlen sind. Die unendlich kleine 
Fläche f ist ein Querschnitt dieses unendlich dünnen Strahlenbündels, und 
zwar der zur Abscisse # gehörende Querschnitt. Betrachtet man nun einen 
zweiten senkrechten Querschnitt f’, dessen Abseisse gleich AR’ ist, so gehört 
zu diesem genau dieselbe entsprechende unendlich kleine Fläche y auf der 
Kugelfläche, welche zu f gehört, weil alle Strahlen, welche durch die um- 
gränzende Curve von f gehen, auch durch die umgränzende Curve von f" 
gehen. Man hat daher, wenn das Dichtigkeilsmaafs in dem Punkte, dessen 
Abseisse A’ ist. mit ©' bezeichnet wird: 

Fi 6, 7 — 0 
| g 
(25.) n ZZ 
Also: Die Flächeninhalte zweier Querschnitte eines unendlich dünnen 
Strahlenbündels verhalten sich umgekehrt wie die Dichtigkeitsmaafse in 
diesen Stellen des Strahlenbündels. 


Betrachtet man nicht blofs die Dichtigkeitsmaafse. sondern auch die 
Dichtigkeiten selbst, welche die Strahlen eines unendlich dünnen Strahlen- 
bündels in den verschiedenen Stellen haben. so ist klar, dafs dieselben in 
dem umgekehrten Verhältnifs der Flächeninhalte der Querschnitte des Strahlen- 
bündels stehen müssen; denn alle in dem Strahlenbündel enthaltenen Strahlen 
breiten sich in den Querschnitten über die ganzen Flächen derselben aus 
und müssen darum in demselben Verhältnifs dichter sein. in welchem die 
Querschnitte kleiner sind. Hieraus folgt, dafs in einem und demselben 
unendlich dünnen Strahlenbündel die Dichtigkeiten in den verschiedenen 
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Stellen sich wie die zugehörenden Dichtigkeitsmaa/se verhalten. Die Be- 
nennung „Dichligkeitsmaafs” wird hierdurch vollständig gerechlferligt. 

Für zwei in verschiedenen Strahlen oder unendlich dünnen Strahlen- 
bündeln liegende Punkte ist das Verhältnifs der Dichtigkeilen der Strahlen 
nicht nothwendig dasselbe als das Verhältnifs der Dichtigkeitsmaalse. Man 
erkennt dies am deutlichsten an dem einfachsten Systeme, in welchem alle 
Strahlen von einem und demselben Punkte ausgehen, welches so beschaffen 
sein kann, dafs die Strahlen nach allen verschiedenen Richtungen in gleicher 
Dichtigkeit gehen, oder auch so, dafs die Dichtigkeit eine Function der Rich- 
tung ist. In dem ersten Falle ist die Dichligkeit für alle vom Ausgangs- 
punkte gieich weit entfernten Punkte dieselbe und darum überall dem 
Dichtigkeitsmaalse proporlional, im zweiten Falle aber ist die Dichligkeit 
nicht allein von der Entfernung vom Ausgangspunkte sondern auch von jener 
Function der Richtung abhängig. Im Allgemeinen, wenn das Strahlensysiem, 
wie dies oben angenommen worden ist, so bestimmt wird, dals von jedem 
Punkte einer als geomelrischer Ort der Ausgangspunkte aller Strahlen ge- 
wählten Fläche ein Strahl nach einer bestimmten Richtung ausgeht, so kann 
die Dichtigkeit der Strahlen an dieser ganzen Fläche irgend wie bestimmt 
sein als eine Function der Coordinaten des Ausgangspunktes x, y, 2, oder 
was dasselbe ist, als eine Function der beiden unabhängigen Variabeln « 
und v®, und erst durch diese Bestimmung wird die Dichtigkeit der Strahlen 
in allen Punkten des ganzen Systems zu einer vollständig bestimmten. Die 
Dichtigkeit selbst ist darum gleich dem Dichtigkeitsmaafse multiplieirt mit 
einer Function von # und v®, welche die Abscisse R nicht enthält und des- 
halb für alle verschiedenen Punkte eines Strahls dieselbe ist. Wenn diese 
Function eine Constante, und folglich die Dichtigkeit in allen Punkten des 
Systems dem Dichtigkeitsmaafse proportional ist, so kann das Strahlensystem 
in Beziehung auf die Dichtigkeit der Strahlen als ein Aomogenes bezeichnet 
werden. 

Alle diejenigen Punkte in den verschiedenen Strahlen eines Systems, 
welche denselben bestimmten Werth des Dichtigkeitsmaalses haben, liegen 
auf einer bestimmten Fläche, welche eine Fläche gleichen Dichtigkeits- 
maafses genannt werden soll. Weil man dem Dichtigkeitsmaafse alle mög- 
lichen constanten Werthe geben kann, so folgt, dafs es in einem jeden 
Strahlensysteme eine ganze Schaar von Flächen gleichen Dichtigkeitsmaafses 
giebt. Alle diese Flächen werden sehr einfach durch den bei (23.) gege- 
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benen Ausdruck des Dichtigkeitsmaafses bestimmt. nach welchem 
"u 1 
RK —- (go+o)R+09 = 127 
ist. Nimmt man © constant und löst diese quadratische Gleichung in Be- 
ziehung auf #t auf, wodurch man 


‘ _ +8 ”o—o\ , 1 
(26.) Bi = > > ) (*) +3 





erhält, so sind für diese beiden Werthe des R 

(27.) 2 + Rz, =Yy + Rn, vg + RC 
die Coordinaten aller derjenigen Punkte des Systems, deren Dichtigkeitsmaafs 
den constanten Werth © hat; dieselben geben also die Gleichungen der 
Flächen gleichen Dichtigkeitsmaafses in der Art, dafs die Coordinaten eines 
jeden Punkts dieser Flächen als Functionen der zwei unabhängigen Variabeln 
„a und v bestimmt sind. Damit diese Flächen real seien, ist nöthig und hin- 





reichend. dafs der constanie Werth von Z in den Gränzen (fi =) 
und + x liege. Für den Werk 9=x wird A nur dann real, wenn die 
beiden Brennpunkte real sind, und es wird R=o, oder R=g,, woraus 
folgt, dafs die beiden Brennflächen zu den Flächen gleichen Dichtigkeits- 
maalses gehören, welches in denselben unendlich grofs ist. 

Wenn die beiden Brennflächen real und gegeben sind, so dafs alle 
Strahlen des Systems als die gemeinschaftlichen Tangenten derselben be- 
trachtet werden können, so kann man alle Flächen gleichen Dichtigkeitsmaafses 
sehr leicht construiren, indem man zu den beiden Berührungspunkten eines 
jeden Strahls, welche die Brennpunkte desselben sind, einen dritten Punkt 
construirt, dessen Entfernungen von den beiden Berührungspunkten ein con- 
stantes Product haben. Wenn der gegebene Wertli dieses Products positiv 
ist. so mufs dieser Punkt aufserhalb, wenn negativ, innerhalb der beiden 


Brennpunkte genommen werden. 


8. 7. 


Die Drehungswinkel der unendlich nahen Strahlen. 


Wenn zwei grade Linien im Raume gegeben sind, und man fällt von 
zwei verschiedenen Punkten der zweiten Linie Perpendikel auf die erste 
Linie, deren Fufspunkte auf derselben in « und 5 liegen mögen, so soll der 


Winkel, welchen diese beiden Perpendikel gegen einander bilden. der Dre- 
28 * 
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hungswinkel der zweiten Linie um die erste für die Strecke von a bis 
b genannt werden. Der Drehungswinkel für die ganze unendliche Länge 
der ersten Linie ist nach dieser Definition gleich zwei Rechten, die Drehungs- 
winkel für endliche Strecken sind alle kleiner als zwei Rechte. Wenn die 
beiden graden Linien in einer Ebene liegen, so ist ihr Drehungswinkel für 
jede beliebige Strecke gleich Null oder gleich zwei Rechten, je nachdem 
diese Strecke den Durchschnittspunkt der beiden Linien in sich enthält 
oder nicht. Wenn a, db, c drei Punkte in der ersten graden Linie sind, so 
ist der Drehungswinkel von 5 bis ce gleich dem Unterschiede der beiden 
Drehungswinkel von @ bis ce und von a bis b, also alle Drehungswinkel für 
beliebig begränzte Strecken der ersten Linie sind durch die von einem be- 
stimmten Punkte aus gerechnelen Drehungswinkel gegeben. 


Um nun die Drehungen zu untersuchen, welche die einem bestimmten 
Strahle unendlich nahen Strahlen des Systems in Beziehung auf denselben 
machen, sollen die Drehungswinkel vom Ausgangspunkte dieses Strahls aus 
serechnet werden, dessen Abseisse gleich Null ist. Es sei dy die Länge 
eines von einem unendlich nahen Strahle auf den gegebenen Strahl gefällten 
Perpendikels, welches denselben in dem Punkte trifft, dessen Abscisse R ist, 
und « der Winkel, welchen dieses Perpendikel mit einem auf der ersten 
Hauptebene errichteten Perpendikel macht; ferner sei dy, die Länge und 
«@, der entsprechende Winkel desjenigen Perpendikels, welches den gegebenen 
Strahl im Ausgangspunkte trifft, dessen Abseisse gleich Null ist, so hat man, 
wie im $. 6 bei (4.) gezeigt worden ist, die Gleichungen: 


dygcos« = — A,du— B,dv, 

















a 
gsin@ae = +4A,du-B,d, 
wo | 
4 _  e+f't, + R(E-+Ft,) e-+f't,+R(E+-Ft,) 
ER V 9 4; —— V, ’ 
B_ tet HRe+s)  g _ (Het +Rir+G,) 
EFT V, 9 Zac V ’ 


2 


und darum für R=0: 





Ben e+f't, f+gt, ,. 

(2) | dq,cos @, u - EN dv, 
3 ! 

ae — +2 du + IE 0, 


und folglich: 
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t(E-+F R(F-+G6it,) 
dy cosa — dy,cos«, — ne _ de, 
(3.) 
: (E-+Fi (F+G/ 
dy sina — dq,sina, = -- T- I du - an —_ dv. 
\ 1 i 
Aus diesen beiden Gleichungen erhält man folgende Werthe der Differentiale 
du und de: 
..  dgsina«— dı,sın @, dqcos@— dq, cos« 
je = KV er RV 
(4.) P ’ j 
Dh (dqsina— dı, sine, )t, (dqcose— dq,cos«,)t, 
z. RV. - kV, e 


und wenn man diese Werthe in die beiden Gleichungen (2.) einsetzt, indem 
man beachtet, dafs 
e+(f+f)i +gl = —rıVi, e+(f+ Pe +gh= —rV}, 
e+if1 MM) t+b)tgt—=0, VN,=4L,—0) 


ist, so erhält man 


Rdg,cos «, — —r,(dycosa — dq,cos«,) - (—E (dgqsine — dq,sin«,). 
(5.) ef 
Rdg,sin «, = r —-)| dag cos« — dq,cos«,) — r, (dysin« — dq,sin «,). 
und weil nach (15.) $.4. 


f— f’ u s) r) 
8-rena-nr 





ist, so erhält man hieraus folgende Ausdrücke von dycos« und dgsine: 














Rr Ryd’— d* 
dycosa — (1— . e )dgq,cose, a dq,sine,. 
- dqsine = BEE cos cz, ENG PAR. )dq,sin«, 
0,0, ö 0,0, 2.40 ; 


Diese beiden Gleichungen, welche zeigen, wie das Perpendikel dy und der 
zugehörige Winkel « für einen jeden Punkt eines Strahls durch die ent- 
sprechenden Stücke im Ausgangspunkte desselben bestimmt werden, geben 
durch einander dividirt: 


EEE che; "ER un 


Ryd— d’— 8? cosa, +(0,0,—K£Rr,)sin« 





T. tangae = 
() ie (0,0,— Rr,)cose, — Ryd’— ö*sin«, 


Der Drehungswinkel des unendlich nahen Strahls um den ersten Strahl 
für die Strecke der Absceisse A ist, wie oben gezeigt worden, gleich @—«.: 























218 Kummer, allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme. 


Fu 





bezeichnet man denselben mit /, so dafs = «— co, und «—=ßP-+ o, ist, So 
erhält man aus der Gleichung (7.) für den Drehungswinkel folgenden Ausdruck: 


R(yd?— d* — dsin 2«,) 
0,0, — K(r,cos’«, +r,sin’«,) 


(8) tangf = 





Die Tangente des Drehungswinkels ist, wie hieraus folgt, für jeden 
beliebigen Werth der Abseisse #&% gleich Null, also der Drehungswinkel selbst 
gleich Null oder gleich zwei Rechten, wenn 

(9.) yd’— 0” — dsin 2«,, 

ist, also nach (20.) $.4, wenn sin2«a,= cosy ist oder „—=4n+4y, das 
ist a, —=w, oder =, wo ®, und w, die Winkel sind, welche die beiden 
Fokalebenen mit der ersten Hauptebene bilden. Also für die beiden unendlich 
nahen Strahlen, welche in den Fokalebenen liegen, ist der Drehungswinkel 
überall gleich Null oder gleich zwei Rechten. Dasselbe folgt unmittelbar auch 
daraus, dafs jeder dieser beiden unendlich nahen Strahlen mit dem ersten 
Strahle in einer und derselben Ebene, der Fokalebene, liegt. 

In denjenigen Strahlensystemen, welche imaginäre Brennflächen und 
darum auch keine Fokalebenen haben, kann der Drehungswinkel für endliche 
Strecken niemals gleich Null werden, also die Drehung der Strahlen um ein- 
ander niemals ihren Sinn ändern. Wenn irgend zwei unendlich nahe Strahlen 
eines solchen Systems so liegen, dafs die Drehung des einen um den andern 
als eine Rechtsdrehung bezeichnet werden kann, so müssen je zwei einander 
unendlich nahe Strahlen des ganzen Systems nothwendig in demselben Ver- 
hältnisse der Rechisdrehung zu einander stehen. Die Strahlensysteme mit 
imaginären Brennflächen theilen sich also in zwei gesonderle Klassen, als 
Strahlensvsteme mit Rechtsdrehung und Strahlensysteme mit Linksdrehung aller 
Strahlen gegen einander. Zu jedem Strahlensysteme aber, es möge reale oder 
imaginäre Brennflächen haben, giebt es ein anderes, welches demselben in 
der Art symmetrisch oder uneigentlich äquivalent ist, dals der einzige Unter- 
schied nur in dem enigegengeselzten Sinne der Drehung aller Strahlen gegen 
einander besteht, welcher Unterschied analytisch sich nur durch die Verschie- 
denheit der Vorzeichen vor den Quadratwurzeln ausdrückt. 

Wenn die Brennpunkte real sind, und man untersucht die Drehungs- 
winkel vom Ausgangspunkte eines Sirahls bis zu den Brennpunkten, also für 
R=o, und R=o,. welche beziehungsweise mit ?, und /, bezeichnet wer- 
den mögen, so erhält man mit Hülfe der Gleichungen (14.) $. 4, aus welchen 
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r, c08° 0,4 r,5in’«,—= m — dcos2a, folgt, 


'd* — ö°— dsin2« Ä d? — ö°— dsin?« 
10) tanea,— tan, —} ER 
Le 5Pı SI doosda, > angP: — Sf dcos?a, ° 








und hieraus mit Hülfe der bei (18.) $. 4 gegebenen Ausdrücke der Winkel 
o, und w,, welche die Fokalebenen mit den Hauptebenen machen. 


2 sin 2w, — sin?e, i 
lang 5, = — ltlang(w, — 0,). 





cos2w, — cos2a, 


(11.) 


sin2w, — sin?2a, 


— —— lane Ws, Fu (,, . 
cos w, — c0s 2, EN si 





tang d, — 


es ist also: 
(12) A=w—- a, Pr=w—0,. 





Aus diesen einfachen Ausdrücken der von dem Ausgangspunkte eines Strahls 
bis zu den Brennpunkten gerechneten Drehungswinkel seiner unendlich nahen 
Strahlen erhält man: 

(13.) P- =, —w, = Y 
Also: Die Drehungswinkel von einem Brennpunkte eines NStrahls bis zu 


dem anderen Brennpunkte haben für alle unendlich nahen Strahlen den- 
selben Werth und sind dem Neigungswinkel der beiden Fokalehenen 





gleich. 
Nimmt man den Drehungswinkel ? als eine gegebene Gröfse, so kann 


man die Länge der Abscisse A bestimmen, für welche der Drehungswinkel 
eines dem ersten Strahle unendlich nahen Strahls diese gegebene Gröfse hat. 
Die Gleichung (8.) giebt für R folgenden Ausdruck: 








o, sin } 
(14) R= BL: hun Ä 
(r, cos’«,+r, sin’«,) sin #+ yd*— ö’cos?— dsin?2«, cos? 
welcher, wenn für r, und r, ihre Werthe n —m—d und n —=m--.d ge- 


selzt werden, folgende einfachere Gestalt annimmt: 


__ Sind 
msin®+ yd?’—d°cosß— dsin (2a, + ß) 





15) R= 


Betrachtet man nun & als eine Function von «, allein und > als eine gege- 
bene conslante Grölse, so erhält # seinen gröfsten Werth für sin 2,2, — +1, 
also «= 4n — 4, und seinen kleinsten Werth für sin(2«@,— 7) = —1, also 
&, =? — 4/, und wenn der gröfste Werth des R mit R,, der kleinste mit 


R, bezeichnet wird, so hat man: 














220 Kummer, allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme. 





9,9, Sin $ 
jR: he m sin d-+ Yd?— d? cos d— d 
(16.) 
2 BR 0,0, sin } 
Deu m sin d+ Yd?— ö*cosß-+d 





Hieraus folgt weiler: 




















1 1 __ dosinte,+P))d __ 2sin’(a, +3R— an)d 
(17. ROHR 9,0, sin ß bugs 0,0, sin A 
Be .. (+sin(2e,+P))d __ 2ecos’(a, +4A— in)d 
RR OR 0,0, sin d Aue 0,0, sin f 
und aus diesen beiden Gleichungen erhält man: 

PR 1 cos’(@a, +49 — m) sin?(«, +49 — 4m) 

(18. —_ — 0 2 4 0 I i 
IR R, 7 R, 


Also: Wenn man von einem beliebigen Punkte eines Strahls ausgehend jeden 
demselben unendlich nahe liegenden Strahl in der Länge nimmt, in welcher 
er mit diesem einen gegebenen constanten Drehungswinkel macht, so wird 
diese Länge eines jeden unendlich nahen Strahls aus der Länge des gröfsten 
und des kleinsten und aus dem Winkel, welchen die Richtung seines Aus- 
gangspunktes mit der Richtung des Ausgangspunktes des gröfsten Strahls 
macht, genau durch dieselbe Gleichung bestimmt. wie der Krümmungshalb- 
messer eines Normalschnittes einer Fläche durch den gröfsten und den klein- 
sten Krümmungshalbmesser und durch den Winkel, den dieser Normalschnitt 
mit einem der Hauptschnitte bildet, in der bekannten Kulerschen Gleichung 
bestimmt ist. Der Kulersche Satz selbst ist als ein specieller Fall in die- 
sem allgemeinen Satze enthalten, wie unten näher gezeigt werden soll. In 
dem speciellen Falle, wo der constante Drehungswinkel /% gleich einem Rech- 
ten ist, hat man 


— 
— m 0 


“. m. 


i 
Die in dieser Gleichung ausgedrückte speciellere Eigenschaft der allgemeinen 


> 2 . g 
(19.) 1 cos’@, , sSin’e, 


Strahlensysteme hat Hamilton in dem erwähnten Supplemente zuerst nachge- 
wiesen, und zwar durch die Betrachtung der Projection eines, einem gege- 
benen Strahle unendlich nahen Strahls auf eine Ebene, welche durch den 
ersten Strahl und durch den Ausgangspunkt des unendlich nahen Strahls ge- 
legt wird. Den für die Erkenntnifs der Eigenschaften der Strahlensysteme 
ausserordentlich fruchtbaren Begriff der Drehung der Strahlen in Beziehung 
auf einander und des Drehungswinkels, hat JJamilton aber überhaupt nicht 
in Anwendung gebracht. 
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S. 8. 


Die unendlich dünnen Strahlenbündel und die Hauptstrahlen. 


In den beiden Gleichungen (6.) $.7: 











kr, kyd’—ö° 
\dycose —= fi- -) dq,cose en dq,sine,. 
: 0,0, 0 0, 
nn et) 
. Ryd’—o’ { ir : 
| dy sina — — dqy,cose 1 — —: )dg,sin o 
0,0, 0,0,7 


können dyg und « als die Polarcoordinaten der umgränzenden Curve desje- 
nigen Querschnitts eines unendlich dünnen Strahlenbündels angesehen werden. 
welcher zur Abscisse # gehört. und dg, und «, als die Polarcoordinaten der 
Curve des im Ausgangspunkte befindlichen Querschnitts. Diese Gleichungen 
können darum dazu benutzt werden. die Querschnitte eines unendlich dünnen 
Strahlenbündels nicht nur dem Flächeninhalte nach mit einander zu vergleichen. 
was schon durch das Dichtigkeitsmaafs vollständig geleistet wird. sondern auch 
zu bestimmen. wie die Gestalt eines jeden (Querschnit!s von der eines ein- 
zigen gegebenen abhängig ist. Geht man von den Polarcoordinaten der bei- 
den Querschnitte zu rechtwinkligen Coordinaten über. deren Axen in den 
beiden Hauptebenen des Strahls liegen. in Beziehung auf welchen alle anderen 
Strahlen des Strablenbündels als unendlich nahe Strahlen aufgefafsi werden. 
so hat man 


.) 
'dq,cose,—= 7, dq,sina,=y 


zu selzen, wo x, y und x2,. Yy, die unendlich kleinen Coordinaten der beiden 
Querschnitte sind. Die Gleichungen (1.) geben alsdann: 














/ Kr Ryd’—ö' 
e = (mA) ————— Yo 
. { : 0,0, 0,0, 
(3.) ehe 
/ Ryd’—ö® nu 
y= 2, —\1— — 
0,9 997° 


und wenn umgekehrt x, und y, durch z und y ausgedrückt werden: 


(a — Re —R)r, = (9,0. — Rr.)r— Ryd’—'y, 
9, —R 0, — R)v, = — Rıd’—Ö'r- 0,0, — Rr, Y 
Die umgränzenden Curven der Querschnitte eines unendlich dünnen Strahlen- 


bündels sind also nicht nur sämmtlich Curven desselben Grades. sondern 


(4.) 


oO. 


stehen auch in dem durch diese Gleichungen ausgedrückten Verhältnisse der 
Collinearität zu einander. 
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Eine besondere Aufmerksamkeit verdienen die Querschnitte in den 
beiden Brennpunkten des unendlich dünnen Strahlenbündels, für welche, wie 
schon oben gezeigt worden, das Dichtigkeitsmaafs unendlich grofs ist, also 
die Flächeninhalte unendlich klein einer höheren Ordnung werden. Nimmt 
man R=0o, oder R=o,, so wird von den beiden Gleichungen (4.) und 
darum auch von den Gleichungen (3.), die eine mit der andern identisch, 


und sie geben 








| d— 6 3 

|, ei Va für B==p,, 
5) 4 

y= yrr für R=o, 


welches die Gleichungen grader Linien sind und zwar unendlich kleiner 
grader Linien, weil y und x nur unendlich kleine Werthe haben dürfen. 


Die Querschnitte eines unendlich dünnen Strahlenbündels in den 
beiden Brennpunkten sind also unendlich kleine grade Linien, d.h. von 
den beiden Dimensionen der Querschnitte, welche im allgemeinen unendlich 
kleine Gröfsen der ersten Ordnung sind, wird in den beiden Brennpunkten 
die eine eine unendlich kleine Gröfse einer höheren Ordnung. 


Hieraus folgt auch, dafs die umgränzende Fläche eines jeden un- 
endlich dünnen Strahlenbündels mit realen Brennpunkten durch Bewegung 
einer graden Linie construirt werden kann, welche stets durch eine un- 
endlich kleine ebene Curve und durch zwei grade Linien hindurchgeht, 
die auf einem im Innern der kleinen Curve auf der Ebene desselben er- 
richteten Perpendikel senkrecht stehen. 

Um die Richtungen der beiden Querschnitte in den Brennpunkten, 
welche unendlich kleine Linien sind, und um die Längen derselben im Ver- 
hältnifs zu den Dimensionen des im Ausgangspunkte des Strahlenbündels ge- 
gebenen Querschnitts zu bestimmen, ist es zweckmäfsiger zu den Polarcoor- 
dinaten dg, « und dg,, «, zurückzukehren. Setzt man in den Gleichungen (1.) 
R=r, und beachtet, das nr, = d+Jd, 8 — nr, = —d-.J ist, so erhält 
man für den Querschnitt im ersten Brennpunkte: 


\ 0, dg cosa —= (d-d)dg,cosa, — yd’— 0? dg,sina,, 
yd’ — Ö’dgq,cos d,— (d—0) dg, sin «u. 


Durch Einführung des Winkels »,,. welchen die erste Fokalebene mit der 


(6.) 


| 


(0. dg sin « 


} . EEE 
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ersten Hauptebene macht, für welchen, wie oben bei (18.) $.4 gezeigt 
worden, 





d—6 cos er d-+d 
24 ° ru 


ist. können diese Gleichungen in folgender einfacheren Form dargestellt 


sinw, — | 


werden: 
\@: dycose = 2dcosw, cos o,—-w,)dgq,. 


(7.) 


'o,dg sine = 2dsinw, cos/a,-+ w,)dg,. 
und man erhält durch Division derselben: 
(8.) tange=tangv,. e=w.. 

Daraus, dafs der Winkel « einen constanten Werth hat, kann man ebenfalls 
schliefsen. dafs der Querschnitt, dessen Polarcoordinaten dyg und « sind, ein 
Theil einer graden Linie sein mufs. in welcher der Pol liegt. man hat aber 
in diesem constanten Werthe «—w, zugleich die Richtung dieser graden 
Linie gegeben. da sie mit der ersten Hauptebene den Winkel », macht. 

Für = o,, also für den Querschnilt im zweiten Brennpunkte erhält 
man in derselben Weise: 


(9,) \01dq cos« —= 2dcosw,cos(@,—+ w,)dy,, 
Io,dysine —= 2dsinw, cos («,-- w,) dg,. 
(10.) lange —= tanıgw,, 0 wm. 


Man hat demnach folgenden Satz: 

Die beiden unendlich kleinen graden Linien, welche die Quer- 
schnitle eines unendlich dünnen Strahlenbündels in den Brennpunkten 
bilden, liegen in den beiden Fokalebenen desselben. 

Für den Querschnitt im ersten Brennpunkte, wo «== w, ist, hat man 
nach Gleichung (7.): 


(11) ad= 





dq,cos(e,— w,). 


2 


Wenn nun, wie hier vorausgesetzt wird, die umgränzende Curve des einen 
Querschnitts im Ausgangspunkte des Strahlenbündels vollständig bestimmt und 
gegeben ist, so hat man den Radius Vector dg, derselben als eine Function 
des Winkels «, gegeben, und es ist alsdann durch die Gleichung (11.) auch 
dq als Function von «, bestimmt, Da aber die Curve, deren Radius Vector 
dg ist, eine grade Linie ist, und der Pol in dieser graden Linie liegt. so ist 
die Länge derselben nothwendig gleich dem Unterschiede der beiden äufser- 


29* 
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sten Werthe, welche dieser Radius Vector dy als Funciion von «, haben 
kann, oder weil der eine dieser beiden äufsersten Werthe nolhwendig posiliv, 
der andere negativ sein muls, so ist die gesuchte Länge dieser graden Linie 
gleich der Summe der absoluten Werthe dieses Maximum und Minimum. 
Ebenso erhält man die Länge des Querschnitts im zweiten Brennpunkte, in- 
dem man den gröfsten posiliven und den gröfsten negativen Werth, welchen 
dy nach der Gleichung 


(2) d= Zd,008 (0, + 0) 


als Function von «, erhalten kann, abgesehen von den Vorzeichen, addirt. 
In dem einfachsten Falle, wo der Querschnitt im Ausgangspunkte als 
ein unendlich kleiner Kreis angenommen wird, also dg, als Radius dieses 
Kreises constant ist, hat man die beiden äufsersten Werthe des dy für den 
Querschnitt im ersten Brennpunkte, wenn +0, =0 und ,-+w, —=1 ist, 


2d 2d ’ 
also gleich —dy, und — —dy,; dieselben, abgesehen von den Vorzeichen 


2 2 


addirt. geben —dg, als Länge des gradlinigen Querschnitts im ersten Brenn- 
2 
punkte. Ebenso findet man die Länge des Querschnitts im zweiten Brenn- 
4d R ) 
punkte gleich — dy,. Die Längen dieser beiden Querschnitte in den 


Brennpunkten verhalten sich also wie ihre Entfernungen von dem kreisför- 
migen Querschnilte im Ausgangspunkte des Strahlenbündels. 

Untersucht man die Bedingung, dafs die Länge eines Querschnilts im 
Brennpunkte des Strahlenbündels gleich Null ist, d. h. unendlich klein einer 
höheren Ordnung als der ersten, so erkennt man aus den Gleichungen (11.) 
und (12.) unmittelbar, dafs dieser Fall eintritt, wenn d=0 ist, und dafs 
er nur dann eintreilen kann, wenn diese Bedingung erfüllt ist. Die Bedin- 
sung d—=0 zieht nothwendig auch d—= 0 nach sich, weil d, wenn es real 
ist, niemals gröfser ist als d, es mufs also n = r, sein und ,—o,, d.h. 
die beiden Gränzpunkte der kürzesten Abstände und die beiden Brennpunkte 
müssen für solche Strahlenbündel mit dem einen Mittelpunkte desselben zu- 
sammenfallen. Nennt man nach Hamilton diejenigen Strahlen, deren unend- 
lich nahe Strahlen alle durch einen einzigen Punkt gehen, Hauptstrahlen, 
so folgt, dafs Hauptstrahlen nur da Statt haben können und auch wirklich 
Statt haben, wo die beiden Gränzflächen und mit ihnen zugleich die beiden 
Brennflächen gemeinschaftliche Punkte haben, welche entweder Berührungs- 
punkte oder Durchschnittspunkte oder Punkte auf Durchschnittslinien sein können. 














ee 
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Für die Hauptstrahlen sind die beiden Hauptebenen unbestimmt, weil 
für sie die kürzesten Abstände von den unendlich nahen Strahlen alle gleich 
Null sind und darum keine bestimmten Richtungen ergeben. 

In dem ganz speciellen Strahlensysteme, dessen Strahlen alle durch 
einen einzigen Punkt gehen, sind alle Strahlen Hauptstrahlen; auch ist leicht 
einzusehen, dafs dies das einzige derartige System ist. Es giebt aber un- 
endlich viele Strahlensysteme, welche continuirliche, zusammen eine Fläche 
bildende Reihenfolgen von Hauptstrahlen haben, wie z. B. das System der 
gemeinschaftlichen Tangenten zweier confokalen Flächen zweiten Grades, in 
welchem alle Tangenten der Durchschnittscurve dieser beiden confokalen 
Flächen Hauptstrahlen sind. Ebenso giebt es unendlich viele Strahlensysteme, 
welche einzelne isolirte Hauptstrahlen haben, in der Regel aber kommen die 
Haupistrahlen in den allgemeinen Systemen nicht vor, weil die Werthe der 
beiden unabhängigen Variabeln « und v, für welche ein Strahl zu einem 
Hauptstrahle wird, durch drei Gleichungen bestimmt werden. Da nämlich für 
einen Haupistrahl die Richtung der beiden Hauptebenen unbestimmt ist. so 
mufs die quadratische Gleichung (4.) $.2. deren Wurzeln die Richtungen 
der Hauptebenen bestimmen, identisch erfüllt sein. es mufs also gleichzeitig 

(13) gF—4f-+f)G=0, eG—gE=0, Hi-+f)E—eFf=v 
sein. Diese drei Gleichungen reduciren sich im allgemeinen auf zwei. weil. 
abgesehen von dem Falle F=0, eine derselben eine nothwendige Folge der 
beiden andern ist; es kommt aber noch eine dritte Bedingungsgleichung hinzu, 
weil der Strahl einen realen Brennpunkt haben mufs,. nämlich d—= 0, welche 

4) = 
ergiebt. 

Wenn in einem Strahle nur die beiden Brennpunkte. aber nicht zu- 
gleich auch die beiden Gränzpunkte der kürzesten Abstände, sich mit dem 
Mittelpunkte vereinigen, so hat das ihn umgebende unendlich dünne Strahlen- 
bündel nur einen gradlinigen Querschnitt in diesem Mittelpunkte,. welcher zu- 
gleich die beiden Brennpunkte enthält. und dieser Querschnitt liegt in der 
Ebene, in welcher die beiden Fokalebenen sich in diesem Falle vereinigen. 


da vermöge der Gleichung siny— I der Winkel derselben y zugleich mit 


d, dem halben Abstande der beiden Brennpunkte, gleich Null wird. Weil 
die Bedingung. dafs die beiden Brennpunkte zusammenfallen, nur eine einzige 
Gleichung unter den beiden unabhängigen Variabeln « und v giebt. so folgt. 
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dafs die Strahlensysteme in der Regel nicht einzelne Strahlen dieser Art, 
sondern continuirliche Reihenfolgen derselben enthalten werden, welche grad- 
linige Flächen bilden, und dafs die Brennflächen in der Regel sich in be- 
sliimmien Curven schneiden, da alle Tangenten an die Durchschniltscurve der 
beiden Brennflächen solche Strahlen sind, deren Brennpunkte zusammenfallen. 
Es giebt aber auch eine ganze Gallung von Strahlensystemen, in denen 
sämmtliche Strahlen diese Eigenschaft haben, weil ihre beiden Brennflächen 
sich decken, indem sie in eine einzige Fläche vereinigt sind. 


$. 9. 


Vergleichung der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme mit der speciellen Theorie 
der Krümmung der Flächen und der Systeme ihrer Normalen. 

Die Strahlensysieme, deren allgemeine Theorie in dem Vorhergehenden 
entwickelt worden ist, gehen in dem besonderen Falle, wo die beiden mit f 
und f" bezeichneten, aus den parliellen Differentialquotienten von z, y, % und 
‚2, © zusammengesetzten Ausdrücke einander gleich sind, in solche specielle 
Systeme über, deren Strahlen sämmtlich Normalen einer und derselben Fläche 
sind. Wenn es nämlich eine Fläche giebt, für welche jeder Strahl eine Nor- 
male ist, und man bezeichnet mit x, y’, 2’ die Coordinaten des Punktes 3 
derselben, in welchem der durch z, y, 2, 5, n, {© bestimmte Strahl des 
Systems auf ihr normal steht, und nennt die Entfernung dieses Punktes vom 
Ausgangspunkte ©, y, & des Strahls r, so hat man 


Ur 


1) !=ıH4ri, Yy-y+m, !=2tH+rl, 


und weil dieser Strahl auf der Fläche senkrecht stehen soll. so mufs 


(2) Sdae’—ndy'+[Idr! —= 0 


’ 


sein. Diese Bedingung giebt. wenn für x’, y’, & 
werden: 


ihre Werthe eingesetzt 


y } L) (2) 
- - 


(3.) Sde+ndyv+lde+dr + nN- S)-+ır(iditndn+idl) = 0, 
I Br A. l \ l j : er. \ i ) A 7 ) 
und folglich 
(3.) Sde-+ndy+Sde = — dr 
oder { 
(4) (Sa nb+Se)du- (Sa +nb'-+L5c)doe = — dr. 


Der Ausdruck auf der linken Seite dieser Gleichung mufs also ein vollstän- 
diges Differential einer Funelion — r der beiden unabhängigen Variabeln u 
und © sein. Es mufs daher 
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(5)  Zeatnb+Lo _ Alta +nW+Le) 


ou ou 





sein, und hieraus erhält man durch Ausführung der partiellen Differentiatio- 
nen, weil 








ca 0a ch oh ot oc 
o ou ’ vr du’ or om 
ist, folgende Bedingung: 
aa’ + bb’ -- cc" = da+hb'b-.ce, 
also 
(6) auf, 


welche identisch erfüllt sein mufs, damit das Strahlensystem ein System 
von Normalen einer Fläche sei. Dafs diese Bedingung auch die hinreichende 
ist. geht daraus hervor, dafs, wenn sie erfüllt ist, die Gröfse r aus der Glei- 
chung (4.) als Function von ® und ® bestimmt werden kann. und dafs für 
einen solchen Werth des r die Gleichungen (1.) eine Fläche darstellen, deren 
Normalen die Strahlen des Systems sind. Da zu dem aus der Differential- 
gleichung (4.) bestimmten Werthe des r eine beliebige Constante addirt wer- 
den kann, so hat man alsdann nicht nur eine. dieser Bedingung genügende 
Fläche. sondern eine ganze Schaar derselben. welche unter dem Namen 
Parallelflächen bekannt sind. 

Für f=f’ wird die quadratische Gleichung (5.) $. 4. deren Wurzeln 
t, und 7, sind, mit der quadratischen Gleichung (4.) $. 2. deren Wurzeln /, 
und Z, sind, und ebenso die quadratische Gleichung (9.) 8.4. deren Wurzeln 
o, und o, sind. mit der quadratischen Gleichung (16.) $.2. deren Wurzeln 
r, und r, sind, identisch. Hieraus folgt: 

In denjenigen Systemen, deren Strahlen Normalen einer Fläche 
sind, fallen die beiden Fokalebenen eines jeden Strahls mit den beiden 
Hauptebenen und die beiden Brennpunkte mit den beiden Gränzpunkten 
der kürzesten Abstände zusammen. 

Wählt man in diesem Falle eine der Flächen. für welche alle Strahlen 
des Systems Normalen sind, als diejenige Fläche. von welcher alle Strahlen 
als ausgehend betrachtet werden. so sind die Abseissen der Brennpunkte o, 
und o, oder, was hier dasselbe ist, die Abscissen der Gränzpunkte r, und r, 
die beiden Hauptkrümmungshalbmesser dieser Fläche. und die Brennflächen 
des Systems, welche mit den Gränzflächen der kürzesten Abstände zusammen- 
fallen, sind die von Monge behandelten Flächen. in denen die Mittelpunkte 
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aller Hauptkrümmungskreise liegen. Die Theorie der Krümmung der Flächen 
kann somit als ein specieller Fall der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme 
aufgefalst werden, und es ist nicht ohne Interesse, den Zusammenhang der 
in dem Vorstehenden entwickelten allgemeinen Sätze mit den bekannten 
Sätzen aus der Theorie der Krümmung der Flächen etwas näher zu erörtern. 

Untersucht man zunächst, ob die allgemeinere Theorie der Strahlen- 
systeme vielleicht neue Sätze für die Theorie der Krümmung und der Nor- 
malen der Flächen ergiebt, so findet man, wie zu erwarten, keine grofse 
Ausbeute. In dieser Beziehung kann der durch die Gleichung 

r —= r,c08®’w--r,sin’w 

(16.) $. 3 ausgedrückte Satz als ein solcher angeführt werden, welcher, da 
er ebenso eine allgemeine Eigenschaft der Normalen einer Fläche ausspricht, 
in diese speciellere Theorie aufgenommen zu werden verdiente. Ferner 
kann aus der im $. 8 nachgewiesenen Eigenschaft der unendlich dünnen 
Sirahlenbündel, dafs die Querschnitte derselben in den beiden Brennpunkten 
nicht unendlich kleine Flächen sondern unendlich kleine Linien sind, welche 
in den beiden Fokalebenen liegen. folgender nicht uninteressante, und wie 
ich glaube, noch nicht bekannte Salz für die Normalen der Flächen gewon- 
nen werden: 

Die beiden Hauptnormalebenen eines Punktes einer Fläche werden 
von allen diesem Punkte unendlich nahen Normalen so geschnitten, dafs 
die Entfernungen der Durchschnittspunkte von dem gegebenen Punkte 
der Fläche in der einen Hauptnormalebene gleich dem gröfsten, in der 
anderen gleich dem kleinsten Krümmungshalbmesser sind. 

Geht man die bekannten Sätze über die Krümmung und die Normalen 
der Flächen durch, so findet man dieselben in allgemeinerer Form und Be- 
deutung in der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme wieder. 

Betrachtet man zunächst die beiden Hauptnormalschnitte für einen 
Punkt einer Fläche, welche den gröfsten und den kleinsten Krümmungshalb- 
messer ergeben, so hat man in der allgemeinen Theorie einerseits die beiden 
Hauptebenen und andererseits die beiden Fokalebenen als diesen entsprechende 
Ebenen. Die mit den Hauptnormalebenen zusammenhängenden Eigenschaften 
der Normalen der Flächen vertheilen sich in der allgemeineren Theorie so. 
dafs ein Theil derselben den Hauptebenen, ein anderer Theil den Fokalebenen 
zufällt. Die Hauptebenen erhalten die Eigenschaften, stets real zu sein und 
auf einander senkrecht zu stehen, die Fokalebenen aber erhalten die Eigen- 
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schaft, dafs in ihnen die beiden den gegebenen Strahl schneidenden, unend- 


lich nahen Strahlen liegen. Ebenso spalten sich die Hauptkrümmungsmiltel- 
punkte der Flächen in der allgemeineren Theorie in die Gränzpunkte der 
kürzesten Abstände und in die Brennpunkte, und demgemäfs auch die Flächen, 
in denen die Hauptkrümmungsmittelpunkte liegen, in die Gränzflächen der 
kürzesten Abstände und die Brennflächen. Den Gränzflächen bleibt hier nur 
die schon in ihrer Benennung ausgedrückte Eigenschaft, dafs sie den Raum 
begränzen, innerhalb dessen alle kürzesten Abstände je zweier unendlich 
nahen Strahlen liegen, die Brennflächen aber erhalten die Eigenschaft, dafs 
sie von allen Strahlen des Systems tangirt werden. Die beiden schönen von 
Monge gefundenen Eigenschaften der Flächen der Hauptkrümmungsmiltel- 
punkte, nämlich erstens, dafs die Umrisse derselben sich stets rechtwinklig 
schneiden, von welchem Punkte des Raumes man sie auch betrachten mag, 
und zweitens, dals die Wendungskurven aller abwickelbaren Flächen, in 
welche die Normalen sich zusammenfassen lassen, kürzeste Linien auf den 
Flächen der Hauptkrümmungsmiltelpunkte sind, gehen, als den Systemen der 
Normalen einer Fläche speciell angehörende Eigenschaften, sowohl für die 
Gränzflächen der kürzesten Abstände als auch für die Brennflächen der all- 
gemeinen Strahlensysteme verloren. 

Die beiden Schaaren der Krümmungslinien der Flächen, in so fern 
sie die Eigenschaft haben, dafs die ihnen zugehörenden Normalen abwickel- 
bare Flächen bilden, treten in den allgemeinen Strahlensystemen als die zwei 
im 8.5 mit (2, und (2, bezeichneten Schaaren abwickelbarer Flächen auf. 
Andererseits können aber auch die gradlinigen Flächen O, und O, als den 
Krümmungslinien der Flächen entsprechend betrachtet werden, weil auch diese 
in dem speciellen Falle, wo alle Strahlen Normalen einer Fläche sind, indem 
sie mit jenen zusammenfallen, die Krümmungslinien aus der Fläche ausschneiden. 

Die Nabelpunkte der Flächen, für welche die beiden Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte sich vereinigen, so dafs alle unendlich nahen Normalen durch 
den Vereinigungspunkt derselben hindurchgehen, und in welchen die Haupt- 
normalebenen ihre bestimmten Richtungen verlieren, finden sich in den all- 
gemeinen Strahlensystemen als die Hauptstrahlen, deren unendlich nahe Strahlen 
alle durch einen Punkt gehen, und deren Hauptebenen sowohl, als Fokal- 
ebenen unbestimmt sind. 

Der Eulersche Satz, welcher lehrt, wie der Krümmungshalbmesser 
eines beliebigen Normalschnitts durch die beiden Haupikrümmungshalbmesser 
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und durch den Winkel bestimmt ist, den seine Ebene mit einer der Haupt- 


ebenen macht, ist als specieller Satz in der allgemeinen Gleichung (18.) $.7 


enthalten. welche für P=-; rn =0, n=0; im die Eulersche Gleichung 





übergeht. Die allgemeine Methode im $.7 läfst auch überhaupt die Krüm- 
mungshalbmesser der Normalschnitte einer Fläche von einer neuen nicht un- 
interessanten Seite erkennen, indem sie zeigt, dafs der Drehungswinkel des 
Krümmungshalbmessers eines Normalschnitts mit einer, von dem unendlich 
nahen Punkte in der Ebene dieses Schnittes ausgehenden Normale, für die 
ganze Länge des Krümmungshalbmessers gerechnet, gleich einem Rechten 
ist. oder: 

Wenn man an zwei unendlich nahe Punkte einer Fläche die 
Normalen zieht und ihnen die bestimmte Länge giebt, in welcher ihr 
Drehungswinkel gleich einem Rechten ist: so stellen sie die Krümmungs- 
halbmesser der Fläche in diesen beiden unendlich nahen Punkten für 
den durch dieselben hindurchgehenden Normalschnitt dar. 

Das G@aufsische Krümmungsmaafs der Flächen findet sich in den all- 
gemeinen Strahlensystemen als der allgemeinere Begriff des Dichtigkeitsmaafses 
wieder, und dem Ausdrucke desselben, als reciproker Werth des Products 
der beiden Hauptkrümmungshalbmesser, entspricht vollständig der im $.6 ge- 
gebene Ausdruck des Dichtigkeitsmaafses, nach welchem dasselbe gleich ist 
dem reciproken Werthe des Products der Entfernungen der beiden Brenn- 
punkte von dem betreffenden Punkte des Strahls. Für die Strahlensysteme, 
welche Normalen einer Fläche und darum auch Normalen der ganzen Schaar 
ihrer Parallelllächen sind, ist das Dichtigkeitsmaals mit dem Krümmungsmaafse 
vollständig identisch, da in jedem Punkte des Raumes das Dichtigkeitsmaafs 
der Strahlen dem Krümmungsmaafse der durch diesen Punkt hindurchgehenden 
Parallelfläche gleich ist. Es zeigt sich auch hierin, wie die von G@aufs in die 
Wissenschaft eingeführten Begriffe durchgängig denjenigen Charakter wahrer 
Allgemeinheit an sich tragen, durch welchen sie ihren Einflufs weit über die 
Gebiete hinaus erstrecken, in denen sie ursprünglich entstanden sind. 

Berlin, im October 1859. 
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Ueber die Zähler und Nenner der Näherungswerthe 
von Kettenbrüchen. 


(Von Herrn E. Heine zu Halle. ) 





D:. vorliegende Abhandlung liefert die Entwickelung der Formeln. 
welche ich im 53°" Bande dieses Journals S. 284 mittheilte, so wie die dort 
erwähnte Uebertragung auf die verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen 
und endlich Beispiele von der Anwendung der gefundenen Ausdrücke auf 


einige specielle Fälle. 


Es ist bekannt, dafs Gaufs in seinen Drsquisitiones generales circa 
ser. infin. etc. jene allgemeinen Kettenbrüche entwickelt hat, von denen er 
art, 13 sagen konnte, dafs kaum ein Keitenbruch von den Analysten ent- 
wickelt worden sei. der nach einem übersichtlichen Gesetze fortschreite und 
nicht als specieller Fall in den seinigen enthalten sei. Es sind diese Brüche 
die Entwickelungen von Qwuotienten hypergeometrischer Reihen 

F(a, #?+1,y-+1) 


l(a,ß,7) 





’ 


und im speciellen Falle, für 5=0, von einer hypergeometrischen Reihe 
F(1.c,y) selbst. 


In einer späteren Arbeit: Methodus nova integralium val. per ap- 
prox. inven. betrachtet G@aufs einen unter dem letzteren enthaltenen beson- 


deren Fall, den der logarithmischen Reihe, und findet das Gesetz für die 


h i+r \ 
Nenner der Näherungswerthe von log; —— bei welcher Gelegenheit sich 





das wichtige Resultat ergab. dafs diese Nenner mit den Kugelfunctionen über- 
einstimmen, und dafs jeder Zähler sich von dem Producte des Nenners in 





log I um einen ÄAes? unterscheidet, dessen wesentlicher Theil wiederum 


eine hypergeometrische Reihe ist. (M. vergl. dort $.18. Ein übersichtliches 
Gesetz für die Zähler in diesem Falle hat zuerst Herr Christoffel in seiner 
30 * 
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Inaugural- Dissertation, Berlin 1856, später im 55°" Bande dieses Journals 
S. 68 gegeben. Dafs der Rest ein zweites Integral der bekannten linearen 
Differentialgleichung ist, von der eines durch den Nenner gegeben wird, findet 
sich im 26°" Bande dieses Journals, Formel (11.) bewiesen.) Nachdem ich, 
in Folge einer Aufforderung von Jacobi, die linearen Gleichungen, auf die 
man in diesem speciellen Falle durch @aufs’ Betrachtungen geführt wird, auch 
auf den allgemeineren übertragen hatte, dafs statt der logarithmischen Reihe 
F\1,e,y) in einen Keltenbruch entwickelt wird, fand ich ihre Lösung, wo- 
durch sowohl die Nenner des allgemeineren Keltenbruchs gefunden wurden, als 
auch das ähnliche Resultat für den Rest erwiesen war. Die Anwendung der- 
selben Methode auf den allgemeinsten Fall, nämlich auf jene Quotienten, bot 
unübersteigliche Hindernisse dar. 

Unterdessen halte Kisenstein an verschiedenen Stellen dieses Journals 
neue Keltenbrüche ohne Beweis veröffentlicht, welche sich auf Reihen be- 
zogen, die bei den elliptischen Functlionen auftreten, und die zwar mit den 
von Gaufs gegebenen eine gewisse Aehnlichkeit haben, aber allgemeiner als 
diese sind. Von der Erwägung geleitet, dafs man den Kettenbruch kennt, 
wenn die Zähler und Nenner seiner Näherungswerthe, und in dem besondern 
Falle, dafs die Partialnenner sämmtlich 1 sind, wenn die Nenner der Nähe- 
rungswerthe allein bekannt sind; dafs ferner meine Methode nicht die Kennt- 
nifs des Keltenbruchs selbst, sondern nur seiner allgemeinen Form zum Auf- 
finden der Näherungswerthe erfordert, gelang es mir (Bd. 32, 8.209 dieses 
Journals) durch Lösung linearer Gleichungen zuerst einige, später alle Ent- 
wickelungen von Kzisenstein aufzufinden, und nachdem so die Verwandischaft 
der Füsensteinschen mit den Gaufsschen Brüchen klarer hervorgetreten war, 
den Kern der Verallgemeinerung von Kisenstein zu entdecken (Bd. 32, 
S.210— 212). Die Uebertragung sämmtlicher Entwickelungen von Gaufs 
und einiger von Kummer, die sich auf die Gau/ssche Reihe bezogen, auf 
die nach diesem Principe verallgemeinerte, die ich mit dem Zeichen p ein- 
führte, wurde im 34°" Bande dieses Journals mitgetheilt, und der Il. Ab- 
schnitt jener gröfseren Abhandlung enthält Alles, was ich bis dahin über diese 
Kettenbrüche gefunden hatte. Nachdem dort gezeigt worden ist, wie auch 
die Nenner der Näherungswerthe des Kettenbruchs für p(1,«,y) durch Auf- 
lösung linearer Gleichungen sich ergeben, setzte ich zum Schlusse des II. Ab- 
schnittes eine andere Methode zu demselben Zwecke aus einander, die sich 
jetzt endlich als geeignet erwies, auch für die Keltenbrüche der Quotienten, 
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sowohl der @aufsschen als auch von 
p(a,d+1,y+1) 
pie, Ps 7) 
die Zähler, die Nenner und den Satz über den Rest zu liefern, so dafs meine 
Untersuchungen über diesen Gegenstand durch die vorliegende Arbeit ihren 
Abschlufs gefunden haben. 
Es mufs noch bemerkt werden, dafs, ehe ich die allgemeinsten Unter- 
suchungen vollendete, mir ein Resultat des Herrn Christoffel bekannt war, 
der bereits die Nenner der Entwickelung eines Quolienten von zwei beson- 


9X „x 


» [3 * . . { * 
deren G@aufsschen Reihen, wenn ich nicht irre von ——— weerz durch Induction 
e ' Du 





>) 





gefunden halte. 
Um eine Uebersicht über die folgende Abhandlung -zu geben. bemerke 
ich, dafs $.1 Gleichungen zwischen den Zählern P und Nennern @ enthält, 


welche bei allen Kettenbrüchen irgend eines Quotienten I bestehen, wenn 


i 


zwischen fu, fı und anderen Gröfsen f;, f, etc. solche lineare Relationen 
existiren, wie sie am Anfange des $. 1 angegeben sind. Diese Beziehungen 
sind nicht neu und rühren zum Theil in derselben Form von ÄKuler her; 
man findet sie auch im Wesentlichen in den dioptrischen Untersuchungen von 
Gaufs. Ich habe sie aber zur leichteren Uebersicht kurz abgeleitet, indem 
ich nur die allgemein bekannten Sätze über Keltenbrüche ohne weiteren Be- 


I 
f; 
hen ist, solche lineare Relationen bestehen, und f, wieder eine hypergeome- 
trische Reihe wird, deren drei erste Elemente sich übrigens nur um ganze 
Zahlen von denen von f unterscheiden (wie man sofort aus dem I. Abschnitt 
von Gaufs' Untersuchungen über die hypergeometrische Reihe und meiner 
Arbeit im 34°" Bande dieses Journals ersieht), so gelten die Formeln (2.), 


(3.), (4.) also auch für diese Functionen. 


weis brauchte. Da, wenn ein Quotient zweier hypergeometrischer Rei- 


Ich verweile zunächst bei der Gleichung (4.). Setzt man hier ? =, 
und @a=y==}, so ergiebt sich sofort das vorerwähnte Resultat von G@uufs 
für den Rest bei der Entwickelung der logarithmischen Reihe und, wenn « 
und y allgemein bleiben, das allgemeinere, welches ich für diesen Fall oben 
angab; es bleibt, wie man sieht, selbst noch bestehen, wenn auch / allgemein 
ist (das genaue Resultat für diesen Fall findet man ferlig angegeben $.3, 
Formel 14), so dafs, wenn es nicht darauf ankommt, die Zähler und Nenner 
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P, und @, selbst zu kennen, zur Kenntnifs des Satzes über den Rest ein 
weiteres Eingehen in die Eigenschaften der hypergeometrischen Reihe nicht 
erfordert wird. Einige specielle Fälle dieses Satzes sind bereits bekannt und 
von Herrn Bauer im 56°“ Bande dieses Journals 8.9 angegeben. Er findet 
dieselben, indem er einige Functionen auf doppelte Art nach Kugelfunctionen 
entwickelt, und die gleichnamigen Coefficienten dieser Entwickelungen gleich 
setzt. Die Zähler und Nenner selbst, die bei ihm auftreten, hat er nicht 
angegeben. 

Die Gleichungen (2.). (3.), (4.) enthalten nur drei nicht identische 
Gleichungen zwischen vier Zählern und Nennern P,_,, Q,_, P, und ®.. 


Eine vierte findet sich durch folgende Betrachtung: Man weils, dafs wenn 
ae 
—— ein Kettenbruch 





0, v 
“ u Pe OBER 

um + 4 Yn—1 

kn 
m 1 
ist. der umgekehrte Ketltenbruch - 
n—] 
e 


int —— 
Unit», za 
KM, 


. 0,.-ı . Im . . . . 
immer 7 wird. Führt nun eine Reihe von Funclionen fi, fi, > elec. 





durch solche lineare Gleichungen, wie wir sie oben erwähnten, auf den ersten 
fo 


Kettenbruch als Anfang der Entwickelung von , und kennt man noch eine 
1 
zweite Reihe von Functionen, %,, %,, etc., die auf den zweiten als Anfang 
m . [7 . . R . . 
der Entwickelung von I, führen, so wird man aus jeder der drei Gleichungen, 


und hier genügt die eine (4.), eine neue bilden, in der die w stalt der f, 
und statt P,, Q, die Zähler und Nenner des neuen nien Näherungswerthes, 
also Q,_, und Q,, stehen. Eine solche Reihe von Funclionen vw kennt man 
aber durch Gleichung (72.) der Arbeit im 34°" Bande, indem ich dort darauf 
aufmerksam machte, dafs durch Umkehrung des Anfanges der Entwickelung 
eines Quolientien wiederum der Anfang der Entwickelung eines ähnlichen 
Quotienten entsteht. Wir haben somit die gehörige Anzahl linearer Glei- 
chungen, um die P und Q zu finden. Durch ihre Auflösung ergeben sich 
die Werthe im $.2, die im $.3 noch vereinfacht werden. 

Nachdem im $.4 einige Bemerkungen über die nachträgliche Veri- 
fieation dieser Formeln und über ihre Natur gemacht sind, behandeln die 
übrigen Paragraphen nur noch einige besondere Fälle. 
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Wo die verallgemeinerte hypergeometrische Reihe betrachtet wurde, 
war ich genöthigt, die Untersuchungen meiner Arbeit Band 34 vorauszu- 
seizen. Da die allgemeinen Ausdrücke noch ihre Gültigkeit behalten. wenn 
man 9=1 setzt, wodurch sie sich in Formeln verwandeln, die für die 
Gaufssche Reihe gelten, so schien es überflüssig, die allgemeinen Entwicke- 
lungen zuerst für die @aufsschen Quotienten und dann erst für die neuen 
Reihen zu geben; eine solche Trennung trat erst bei den Beispielen und bei 
einer Betrachtung des $.3 ein. Da ich jedoch nicht eine gröfsere Verbrei- 
tung der Untersuchungen im 34°“ Bande vorausselzen darf, so mag hier für 
die Leser, welche sich mit der Ausdehnung der Betrachtungen auf die Quo- 
tienten von G@au/s begnügen wollen, bemerkt werden, dafs sie, um richtige 
Formeln zu erhalten, nur g überall gleich 1 zu setzen haben und dann y 
mit dem Zeichen der hypergeometrischen Reihe #' vertauschen können. 


5% 
Bestehen zwischen Gröfsen fu, fi, /2, etc. f,., lineare Gleichungen 
h = wfit ri; 
h = wh+rh» 


Bun pp” Un fr + Yolnzı 2) 
so läfst sich f, offenbar linear durch zwei aufeinanderfolgende f, z. B. durch 
f, und f,;., ausdrücken. So erhält man 


f = (wia+r)k+t wmrnß; 
also, wenn man allgemein 


li u A,h-V. Blur 


Au: A=umm-tv; B=1 B=u. 
Man weifs seit Euler, dafs die A und B Nenner von Näherungswerthen des 


selzt, 





Kettenbruchs sind, in den F- vermittelst der vorstehenden linearen Beziehun- 
1 
gen entwickelt wird. Um dies zu beweisen, benutzt man die zwei Gleichungen 
lo = A.-ı 1 + 9, B.-ı n3 


In = Wat Yafazıs 
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aus denen durch Elimination 

fh = (u„A,_ı+ vr. AB,.-Jf. - A, In farı 
erhalten wird, und vergleicht man diesen Ausdruck mit 

fü an A,f»+ v„Bıfrzı» 
so findet man sofort die zwei Relationen 


B, = A,-1; 
A, RR Un A,-ı - v„MB.-ı 
oder stalt der letzteren mit Hülfe der ersleren 


A, = U, we + ER ar 


Berücksichligt man die oben angegebenen besonderen Werthe von A für n=1 





und n=2, so ist klar, dafs, wie behauptet wurde, die A und B die auf 
gewöhnliche Art gebildeten Nenner der Näherungswerihe des Kettenbruchs 


f 1 
h ur ya 
Mt 





+ Vn—1 

Knt°.. 
sind, und zwar wird A, (,, wenn wir unter Q, den Nenner des n“", 
d.h. bis zu «, incl. gehenden Kettenbruchs verstehen. (Der Zähler dieses 
Bruches, welcher unten auftreten wird, soll durch P, bezeichnet werden.) 


Es wird daher auch B,—= Q,_,: In der That gelten für die @ dieselben 
Formeln, welche so eben für die A gefunden waren, nämlich 


VO, nn u ’ O; aan U; Ua —- vi ’ O, nn U, O,_ı 1 Val 0, ’ 


so dafs schliefslich 








(2.) fo — O,f. +? O,-ı n+1 
erhalten wird. 
Auf ähnliche Art läfst sich auch fı durch f, und f,,, ausdrücken; 
setzt man nämlich 
fi = @,+r.Hafazı> 
so it = 1, @&,= 11; +9,; H,—= 1, und allgemein 
IH, ans G,_1; 


G, Bu EL, G,-ı —- VYa-ı H,_. Zn Un G,_ı + Va G,._: . 


Hieraus folgt wieder 


GP, HP 
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also, entsprechend der Formel (2.), 
(3.) fi u P,f.+’ a SR 

Während (2.) und (3.) ein früheres f durch zwei spätere, f, und f,,,, aus- 
drücken, so läfst sich umgekehrt auch f,,, linear durch /j und f, finden. Am 
leichtesten geschieht dies durch Anwendung der bekannten Formel 

P, 0, V, Pr; Enns (—1)"*'v, Va 24 Vai» 
die nach Elimination von f, aus (2.) und (3.) die Gleichung 

4) A9.-hP. = (-V"vir:...v,.farı 
verschafft. 

Endlich wird hier noch an die schon in der Einleitung erwähnte Eigen- 

schaft erinnert, nach der bekanntlich der auf gewöhnliche Art gebildete Zähler 


und Nenner des Keltenbruchs 


. 1 
6.) = 
U, 4 n— 








Ant. v, 





— 
MT 


respective Q,_, und Q, ist, und des Kettenbruchs von vorstehender Form, 


der aber nur bis — fortgesetzt ist, respective P,_, und P,. 


2 
$. 2. 

Die drei Gleichungen (2.). (3.) und (4.) reichen nicht zur Bestimmung 
der vier Gröfsen P,_,, Q,_, P,; 0, aus, wenn man sich auch die f und 
die » gegeben denkt. Die besonderen Eigenschaften der Kettenbrüche für 
Quotienten hypergeometrischer Reihen geben noch eine vierte Gleichung, die 
zu diesem Zwecke dienlich ist; der leichteren Elimination halber wird noch 
eine überflüssige Gleichung, die sich gelegentlich ergiebt, hinzugenommen. 

Die allgemeinsten Brüche, mit denen wir uns hier beschäftigen, sind 
die im zweiten Abschnitt meiner Arbeit im Bd. 34 dieses Journals angegebenen. 


Es wurde dort 


' 22 A—q)d—aP) , , dA) 2... 
(9,99% —=1+ Ad—-)i-q?) + d—)A—g’) I Y)A—grt') si 


geseizt, und aus den Formeln (45.) und (46.) ergab sich 














6 Ya, P+1,y +1,00) __ A 
(6.) | Ip; ne 
p(a,ß,Y,Q>X) EHE. -- 
ur 
 A—elc. 
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Es sind die Gröfsen a,, @,, etc. so wie die später auftretende «, durch fol- 
gende Gleichungen bestimmt: 


„1 ge) A—gr-®) ß (1—g°)1—q7P) 














Ad, — (1—qgr-)A1—q7) 9 d, = dar) 1 . 
BEIDEN | Te. rise) Ko nun. WÄRE a Ad—getm)d—gr+m-B) 
Um — 1 d— rt) d—grt?"”) 9 Uym+ı — q Ad—gqrt?r)( Zu ie 


Es wurde damals festgesetzt, dafs es erlaubt sein sollte, bei der Bezeichnung 
der Reihe die Elemente nicht ausdrücklich aufzuführen, welche ohne Zwei- 
deutigkeit fortgelassen werden können; bleibt z. B. bei einer Reihe von 
Functionen y und x ungeändert, so können diese Buchstaben fortbleiben. Ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit wurde g nicht gröfser als 1 angenommen, 
also im allgemeinen g<{1; nur und immer wenn 9==1, geht die Reihe in 
die G@aufssche über. 
Die Formeln des $. 1 lassen sich sofort anwenden, wenn man 


p(e,ß, 9 2)=fh; y(a,P+1,y+N)=fı 
p(a-+1,P he y+ RE pla+1,P+2,y+3)=f; 


g(a--m, P-+ lien, y(e+m, PB +m+1,y+2m+1) = fanzi 
setzt, wenn man ferner alle « gleich 1 und v„„—= —a,x macht. Man erhält 
dadurch aus (2.) und (3.) die Gleichungen 
(2.*) O.f: — 4,2. 0Q,-ı n+1 = fo; 
8”) Ph - mzP hr = fh 
Die Relation, welche den vorliegenden Reihen eigenthümlich ist, und 


von der am Anfange dieses Paragraphen die Rede war, besteht darin, dafs, 
wie schon Bd. 34 am Schlusse des II. Abschnitts bemerkt wurde, der Quotient 


y(—m—P, I—m—ı, 1—y—?2m, 4 qetß-7 x) 
y(—m—P, —m—&, — y— 2m, q, qetP=r a)?’ 





wenn ın eine ganze positive Zahl bezeichnet, den Kettenbruch 
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(?.) er AddmX 
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Rn I, 
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1— etc. 
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giebt. Macht man zur Abkürzung 
Yv. = pyn—m—-a,n—m—P, In — Am —y,4,yIr), 
WYonyı = y(n+1— m—a,n—m—P,2n +1 Am — y,4,y"2). 

so lassen sich auch hier die Formeln des $.1 anwenden, wenn man darin 
fl. = vn, Alle u gleich 1 und „= — 4,7, 1, —= — A,,_ıT, etc. setzt. Be- 
ziehen sich 77 und Z&' ebenso auf (7.) wie P und Q auf (6.), so erhält man 
aus (2.). (3.). (4.) drei Gleichungen, die sich auf (7.) beziehen, und von 
denen die letzte ist: 


(4) w2,— wIl, = 
Nach den Bemerkungen über die Umkehrung der Kettenbrüche am Ende des 
$. 1 hängen aber P, Q, IT und & so zusammen, dafs 
I m4ı = O:m, II,„= Po; 
Zm4ı = Ormzı Z m = P.azı 
wird. Durch Substitution dieser Werthe in (4.’) entstehen zwei Gleichungen 
(8)  Yı Ormrı = Yo Om = Al. Am ET Wamy2y 
(9.) YPomm— VWPın = hl... AmE"" Yınzıy 
von denen die erste mit (2.*), wenn man darin n=?2m--1 setzt, d.h. mit 
Fem+ı Om +ı — Arm4ı E Ormfam42 = ho: 
die zweite mit (3.*) für n—=2m--1, d.h. mit 
fam+ı Panzı — Armzı € Pıom fams2 = fı 


combinirt, die gesuchten Werthe für die P und @ liefert. Die Auflösung 
dieser Gleichungen giebt nämlich, wenn man 


G = Wofzm+ı — Armzı C Wı Fam+2 
zur Abkürzung macht: 


CP,,, nun: fı un —A,dı... Um Er faayı Vm+i ’ 





Um Aam—ı + + + Apmtin EC" Wnrı: 





Am+1 
CO; = Wi — A,4,... Am TC er Fam+ı Vpm+2% 
2 
CP;a+ı = hw— 4, Ay... Agmyı TC Fe VW mkis 
2m-+2 
CO:nzı = few — Aylı + Agmtı TC ER Fam+: Vomz+?2° 


S. 3. 


Diese Ausdrücke vereinfachen sich wesentlich, indem die Gröfse C 


gleich 1 ist. Aus den am Anfange des $. 1 aufgestellten Beziehungen folgt 
31 * 
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nämlich für jedes ganze n 


2. a,Xfırı Ba Fuit — fans 


— Am L W, W, Lo w; b) 


\ 


also 





Yy . » . 
Ü m Vom er v lam-+ı 1 W,fam Ems vfam u; Am CE Wr fom H1® 
Auf ähnliche Art kann man noch einmal reduciren, indem man 
— Am  fomxı u lim-ı — [am » 
— Am TY = VW 
einsetzt. und findet dann 
Y . . » 
= Wrfam—ı — Wefem + Y fm = Vrfam-ı — Mm C Vz fom: 
Berücksichligt man noch, dafs fan4ı> famı2z Lomzıs Wo, Wı durch Vertauschung 
von m mit »a—1 respeclive in fam-ı> fims Gam-ı, Wa, W3 übergehen, so ist 
klar, dafs €, d.h. wenn man den Werth vollständig hinsetzt, dafs 
y(—m—a, -—m—/, -am—y, HH TrE)p(a+m, P+m-+1,y7+2m-+1, x) — 


arm A-getmi—grtmf) ’ + 
I" regen Ep l—m—e, —m—P, 12m y, 72) X 


p(a--m-+1,P--m-+1,y+2m--2, x) 





sich durch Vertauschung von »r» mit m —1 nicht ändert, also für alle ganzen 
Werthe von »» dasselbe bleibt. Ist nun erstens g<<1, so gehe man auf ein 
unendliches »r2 über, für welches sich C' auf das Product der beiden ersten 
Reihen  redueirt. Diese werden dann aber 


2 4.0” 
ten 








und 
m 


En] 5 Y 
1- 1—g "U -NA-) T 
und sind bekanntlich (M. vergl. z. B. Bd. 34, Formel (76.) und (77.)) resp. gleich 


1 
d—ı)—qa)(i —g°r) ? 








(1—z2)1—ge)1—g'r)etc., 


also ihr Produet gleich 1. Ist aber zweitens g—1, so denke man sich die 
Producte ausgeführt und alles nach = geordnet. Dann ist der Coefficient 
jeder Potenz von x eine rationale Function von m, die, wie wir sehen, für 
alle ganze, also für alle Werthe von »n ungeändert bleibt. Macht man, was 
nun erlaubt ist, m== —c«, so wird offenbar wiederum 1 als Werth von € 


hervorgehen. 
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So erhält man die Formeln für die Zähler und Nenner in ihrer ein- 
fachsten Gestalt, wie sie bereils im 53°" Bande dieses Journals für y—1 
veröffentlicht wurden; was dort P, oder Q, genannt war, heifst hier P,,, 
oder Q,,ı. Der Kürze wegen habe ich die Werthe der «a aus dem Anfange 
des $.2 nicht eingesetzt, ferner das vierte Element y überall und das fünfte 
da, wo es einfach & ist, fortgelassen. Die Formeln sind daher: 


(10.) P,, — 


4,4,...Am2"pla+m, B+m+1,y+2m+1)y1—ı, — PB, 1—y,yHte), 


1,y+1)y 1—m—o, -—m— PP, 1—2m—y, yHPrr) — 





(11.) On = Yp(e,P, 7 vpy(l—m—o, -—m— PP, 1— 2m — yv,grHr72)— 
y(a+m, B+m-+1,y+2m-1)p1— a, 1— B,2 —y, +7), 
(12.) Ponzı —o(e, P-+1,y+1)y( —m—ıa, -—m—, —am—y, q“ PIE) — 
48; Amy" p(a+m-+1, P+m+1,y-12m+2)yg 1—a, —P, 1-7, yH’tr), 

(13.) O:.n ı=op(eo, P, y) SE —n— I, —Am Y grPre)— 


Al. Arm pla+m-+1,ß+m-+1,y42m-.2) py1—a,1—P,2—y,y TE). 


A, a, .. Upm " zu 





Wir fügen noch die sich auf den Rest beziehende Formel (4.), angewendet 
auf die vorliegenden Reihen, hinzu: 


(14) 9, ß+1,y+1)0,—Yy(0,ß,y)P., = a...u,2” far: 
wo, je nachdem n = 2m oder n—=2m--1 gemacht ist, 
far = yla+m,P+-m+1,y-+2m--1) 
oder 
farı = yle+m-1,P+m-H1,y-+2m--2) 
gesetzt wird. 


S. 4. 
Kommt es nun darauf an, die vorstehenden Formeln zu verzficiren, 
so kann dies leicht durch die Gleichungen im I. Abschnitt der Arbeit im 
34°" Bande geschehen, welche denen von Gau/s in den Relationes inter 
functiones contiguas nachgebildet sind. Durch eis zeigt man nämlich 
leicht, dafs jene vier Ausdrücke, für P und @ geselzt, den Gleichungen 


P, = P.-—-%M&£P,. 2% 

0, = 9.1 —- 4-18 Q,_: 
genügen. Ferner sieht man aus denselben ein, dafs 
PR,=Q0=P,=1; 0, —=1— ax 
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wird. Z. B. ist P, nach Formel (12.) der Ausdruck, welchen man aus C 
für n=0 erhält, also, wie wir aus $.3 wissen, gleich 1. Die zu der Un- 
tersuchung des Werthes von EC angewandten Gleichungen zwischen den f und 
zwischen den w sind keine anderen, als die im Bd. 34 Gleichung (45.) und (46.) 
enthaltenen. 

Betrachtet man die Art, wie aus dem Kettenbruch die Zähler und 
Nenner successive gebildet werden, so erkennt man den Grad nach x, den 
sie haben, und sieht, dafs P,, eine ganze Function vom m—1'”, Q,,., P:.+ı: 
(Q,„;, vom m" Grade ist. Dasselbe folgt demnach auch für die rechten 
Seiten von (10.) bis (13.). 

Hieraus ist klar, dafs man, um die P und Q nach Potenzen von x 
zu ordnen, nur das Product der ersten beiden Funclionen in jeder der vier 
Zeilen zu bilden, und die Glieder, welche die niedrigsten Potenzen von x 
enthalten, bei P,, bis =”! inclusive, bei Q,,, Pamzıs Om; bis 2” inclusive 
beizubehalten braucht, welche unmittelbar die gesuchten Zähler oder Nenner 
geben. Man sieht, dafs die nächst höheren Potenzen respective bis 2’”', 
a”, x”, x°”*' inclusive von selbst fortfallen, und die höheren erst sich 
gegen die subtractiven Glieder fortheben. Bei dieser Art der Berechnung 
kann man also die subtractiven Glieder unberücksichtigt lassen. 

Jedes der beizubehaltenden Glieder ist dann offenbar das Product einer 
Potenz von x in eine endliche Reihe. Im Allgemeinen läfst sich diese nicht 
weiter reduciren; bei den Beispielen aber, die ich unten gebe, lassen sich 
diese Reihen, welche als Coefficienten auftreten, sämmtlich summiren. 
Beispiele, in denen nur einige dieser Coefficienten einfache Ausdrücke wer- 
den. habe ich nicht hinzugefügt, obgleich sie, wie eine Untersuchung von 
Borchardt im Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1857, S. 301 


gezeigt hat, nicht ohne Interesse sind. 


S. 5. 


Die Fälle, in welchen unten die Summation ausgeführt wird, sind so 
beschaffen, dafs jene endlichen Reihen als hypergeometrische mit dem letzten 
Elemente x — y’”“"” auftreten (für y=1 also mit dem letzten Elemente 1); 
es kann dann bekanntlich die Summe der Reihe durch Producte (2 (respective 
IT) dargestellt werden (Bd. 34, IV. Abschnitt). Da die Reihen endlich sind, 
so mufs eines ihrer ersten beiden Elemente eine negative ganze Zahl —v 
werden, also der Coefficient in der Form p(—v, ß,y, g’*”"?) auftreten. Um 
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nicht bei Anwendung der Summationsformeln durch solche 2 (respective /7) 
/ 
| hindurch gehen zu müssen, deren Argument eine negative ganze Zahl ist, 
| 


kann man für diesen Fall durch Gleichung (25.) Bd. 34 (8. bei G@aufs) eine 
geeignelere entwickeln. Man erhält nämlich zunächst 

1-1 B A el) ByHh, gr) 
oder 


7 al A 7 Po IR LE Be Er pyi—r, PA, yH1, gt); 





dann aber, durch v malige RE dieser Gleichung, indem eine hyper- 
geomelrische Reihe 1 wird, wenn ihr erstes Element O ist: 


-B 1— qr- PA —yrH)... 1 —grtri-P) 
ni. ytrrv-Pp un ( 7 ) ] | ] 
(15.) p( v,P; 7:4 P) d— gr) 1 —grt).. .d—grtr- u b) 





und für den besonderen Fall y=1 


’ (7— Ay +i—P)...(+v—1—P) 
16. F I, 1 JR 4 
a DE naacl  i 00 yarFD.. rn) 





S. 6. 


Als erstes Beispiel wählen wir den Kettenbruch für e“ selbst, indem 


wir unsere Formeln auf F(k, 1, 1,—) für k=mx, d.h. auf die Reihe 


EEE n = 
I TtIatTast" 
anwenden. Den Kettenbruch schreiben wir nicht hin; er findet sich bei @aufs 
Formel (34.). (Auch in den folgenden Paragraphen füge ich die Ketten- 


brüche, deren Entwickelung nach (6.) keine Schwierigkeit darbietet, nicht 
selbst Fi Wir haben hier in den allgemeinen Formeln «—=k, 9 =y=(, 








und .. für © zu setzen. Die Schwierigkeit, welche dadurch entsteht, dafs 
a(y—P) 
d, = 
5 (+1) 
: 0 \ 2 ö | 
die Form — annimmt, wird gehoben, indem man zuerst #==0), also = 17 


und dann „=0 setzt; bei G@aufs bemerkt man sie nicht, da er die allge- 
meinen Formeln auf den Fall = 0 angewandt, also die Entwickelung von 


F(o,1,y,.) selbst ausdrücklich gegeben hat. Man findet so für «4x2, ax, 
4;%, elc. d,mC, Aymyıl, F ive, —, 3, 00. sm en; 
Bi en le a = Säh, 2(2m 1)’ 2(2m-Fi) ’ 





% 
# 
4 
# 
R 
r 
4 
2. 
3 
& 
x 
& 
& 
& 
S 
5 
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ferner aus (11.) und (13.) unmittelbar 
O:m = F(—k, — m, 1— 2m, — 
Om = F(—k, —ım, —2m, —) 
Um P,;,. zu erhalten, hat man nach (10.) das Product der zwei Reihen 


u ul Bi hi x” 
F(k,1,1,7) = BD ee, 
2 


> Eu m m (m —1) E 
F (—k, ın, 1— 2m, - -) = Ar 1_2m T -— (1—2m)(2—2m) 1.2 | 








zu bilden und nach Anleitung von $.4 und 5 zu behandeln. Es tritt dann als 
Coeffieient von x” in dem Producte, so lange » <m ist, die endliche Reihe 














m(m—1)...(m—v--1) | er v (v— 2m) v(v —1)\(v —2m)(v—2m—1) A ] 
119 1—-2m)(? — 2m)... &— 2m) 7 1(m— v+1) T 1.2.(m —v-+1)(m — v+2) | 
auf. Der Ausdruck in der Parenthese ist aber 


F(—v, 2m—v,m—v-+1,1), 
also nach (16.) 








= 1r: (m — 1) (m — 2)... (m — m 
) (m — wg nn 5 ‚m 
so dafs 
pP Be: 6 (m—A)(m—2).. .(m— v) y’ 
im TT Z, (2m —1)(2m—2)...(2m —v) IIv 


wird. Auf ähnliche Art findet man auch P,,;, aus (12.), und hat so die 
für den Kettenbruch von e* geltenden Resultate: 


TEE ai ee Se ei, 
Pn = 7 2m—1 1 Tem Tem 2) 1.2 








„R 





er Ei m(m—1) A 
el ie en a T Om Dem—2, > Au 


m x m(m—1) r* 
ae 1a 2m(2m—1) 1.2 Ben 


SR MER 1+ 














2 m(m — 1) x 
Om = 1 > en + 2m(2m— 1) 1.2 


Man sieht hieraus, dafs P, mit wachsendem n sich e&*, @, sich e”?* nähert, 





; AIBeIEE „A “rn ’ 
und auf diese Art e*“ mit D für n= x übereinstimmt. Für den Rest er- 
hält man endlich aus (14) 
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O;. e* a Fon 


(—1)" m | & m+1 En (m+1)(m+2) x’ | 
ae 1r.3°...@m— Ir U T2mti 1 T2mti)(2mt2) 1.2 I 9° 


Ormzı e — ER 
Ks x” +1 ) 4 m+1 et (m+1)(m+-2) x? | ' 
22m  1°.3°..(2u—1)’(2m+1) 7 2Zmt2 1 12m-+2)(2m+3) 135" 


6. 7. 


Die folgenden Beispiele können mit geringerer Ausführlichkeit behan- 














delt werden. da die Methode der Berechnung dieselbe bleibt. Wir wenden 
unsere Untersuchungen hier auf den Quolienten 


F(h,k,y+1, ) 


F ca . 2) 


für k=w an, der füry=4 und r—=!y’ in 
| e!’— eo” 


y eY +07) 








übergehen würde. Es werden dann die Zähler und Nenner der Näherungs- 
brüche folgende Werthe erhalten: 














P. —1- (2m —1)(?m—2?) x Ä (dm—1)(2m—2)(2m—3)(2m—4) 
7 (re (2m+7 v1) 1.(y+1) ! (2m—1)(2m—2)(2m-+y— 1)(2m+y—2) 
x° N 
“12.00 1" 
0,—1- 2m (2m—1) x] 2m (Z<m—1 (2m — ?2)(2m—3) x” FR FM 
“ ' Rm(2m+y—1) 1.7 ' 2Zm(2m—1)(2m-+y— 1 (2m y- A. 1.2.,(y+1) 
43 2m ( 2m—1 B KK 
Pau =14+ > —— te: i 


' 2m(?2m-+y) 1.(y+1) ' 
(2m-+1)2m 2; 


On 14 rar; Seren rt 


Das Gesetz, nach dem diese Reihen fortschreiten, ist leicht zu übersehen: 





bildet man nämlich eine Reihe, die ähnlich der hypergeomelrischen ist, und 
nur stalt der zwei Elemente «, £ im Zähler vier «, P, d, & hat, im Nenner 
statt des einen y drei, y, n, &, so sind vorstehende Reihen unter dieser ent- 
halten, z. B. erhält man P,., wenn man die Elemente des Zählers gleich 


—1(2m—1), —t(2m—?2), k, k, die des Nenners gleich — (2m —1), 
— (2m +y—1), +1 macht und die Veränderliche gleich =, darauf aber 


k=s setzt. 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 3. 32 
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$. 8. 


Wir wenden nun unsere Formeln auf die den beiden früheren ent- 
sprechenden Entwickelungen an, welche durch 4 verallgemeinert sind; man 
hat dann nur statt der Formel (16.) die Gleichung (15.) bei der Summation 
zu gebrauchen. Dann ergeben sich folgende Zähler und Nenner des Ketten- 
bruches, welcher aus (6.) für die Function g(%, 1,1, x), nachdem % gleich & 
gemacht ist, d. h. für 


„R 3 


EL X X 
17 1—gq r 1—a)(1—4?) T d—-MA— a’) —q°) r 














1— 1” x (1 — 7) 1— =”) ‚c® 
= . = de . _— #010 
P,.. 1 N gr 1—q I (d—q!r)1— gr) (1—)(1—4°) 1 > 








0.1 IM ET U 
2m a Be PM q (1— q!m) (1 — Fr) (1 —g)(1 —g’) 


Die letztere Reihe ist 
p(—m, 1—m—k, 1— 2m, xg*) 


für k=x, so dafs die Potenz von 9, welche in dem v"* Gliede mit 
v(v—l) 


/ 2 


(zg'"") multiplieirt wird, 4 ist. Ferner findet man 





1— 7” $ 
Ponzı z. i+ Y Im +" 








1” (a”) 
O:mzı — 1— 1— gm i— + 
$. 9. 
Als letztes Beispiel wähle ich den Quotienten 
p(k,k,y+Hi,x) 
p(k,k,y; x) 


für A= x, also den Bruch, dessen Zähler und Nenner respective sind: 
| und x" ... 
“ d—g)1—q7*) T ddr) ‚Ares, 








A = z . 
Han zamement 








Hier wird, wenn wir wegen der gröfseren Ausdehnung der Formeln nur die 
allgemeinen Glieder geben: 












3 
3 
3 
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v=m—] x?’ er y—2m+1) (1 Be 2) ..s (1 —— ( 2y—2m) 
P; nn 2 ( >; . —£ ] / : 4 2) 
er 7 o 2W)RytV) A MR) Pr)... d—grR)? 
vzm V Bu v—2m),, (d— gr’ m—1 ) 
m — 2 —]1 ; 2 » I en 70 . 
0: 7 Zar 2) (y+v—1) 1 rm) (re) 
yzm »Y 1— dr)... (1— gr) 

P,...,=$2(y) 2 s . \ / I 

2m+1 2 a 2 (v) S2(y-+v) d—q77""r)..(d—gPIrn) 9 
On: v. Q y—1)E xr Klee. sten DIE 1 iese, MAR 


‚u (lv) 2(y+V—1) d-g rip 1—-y-2m) 
wo, wie Bd.34 Formel (83.), 2 die Eigenschaften besitzt, dafs 
2a) = 1—4)2(a—1) 
und dafs 2(0) gleich 1 wird. 


Würde man m = & setzen, so würde sich ergeben, dafs der Quotient 
der beiden Reihen, welchen wir hier betrachtet haben, gleich 
(wgrtt)! (zr+?)? 
1 un Vu 
r d—)A—art) (1—q) d—g?) A—qrt!)d—aqr??) T 


(wqr)' (war tt)? 
1 | PM 
Ta=gizmtiznintizmd-grnjt 











wird. Diese überraschende Beziehung zeigt sich übrigens als einfache Fol- 
gerung des Satzes Bd. 34, V. Abschnitt, No. XVIII, welcher die Erweiterung 
des Kulerschen 


F'(e, P, 75 T) (1 — 7 PF(y—o, v—P, 7 c) 
enthält, und aus dem folgt, dafs für k— x 
p(k, 1, 1, T) py(y—k, y—k, 7> gr), 
y/k,1,1,2)p(y-H1—k,y11—k,y, re). 


| 


p(k,k,y,x) 

p(k,k,y-+1,r) 

Es stimmen also die beiden Quotienten so überein, dafs ihre Zähler und ebenso 
ihre Nenner sich nur durch den Factor 


„2 


= KL 
YRil,1,2)— 1 at 41—g)1— 4°) .. 
von einander unterscheiden. 
Halle, September 1859. 
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Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen qua- 
dratischer Formen von negativer Determinante. 


(Von Herrn Aronecker,) 





D:. Untersuchung derjenigen elliptischen Functionen, für welche 
complexe Multiplication stattfindet, hat mir höchst merkwürdige Formeln für 
die Anzahl der verschiedenen nicht äquivalenten Classen quadratischer Formen 
von negaliver Determinante geliefert. Einige von diesen Formeln habe ich 
bereils in einer Notiz mitgetheilt, welche in dem Monatsberichte der hiesigen 
Akademie vom October 1357 abgedruckt ist; und zwar habe ich dort, da 
es mir nur darauf ankam den allgemeinen Character der Formeln anschaulich 
zu machen, diejenigen ausgewählt, welche sich mit einfachen Bezeichnungen 
geben lassen. In dem Folgenden werde ich aber die erwähnten Formeln 
sämmtlch aufstellen und führe zu diesem Zwecke mehrere Bezeichnungen ein: 

Es bedeute » eine beliebige positive ganze Zahl, »n eine beliebige 
positive ungrade. Zahl, r eine beliebige positive Zahl von der Form Sk — 1 
und s eine beliebige positive Zahl von der Form 8A--1. 

Ferner sei: 

@(n) die Anzahl aller nicht äquivalenten Classen quadratischer Formen für die 


Determinante —n, 
Fn) die Anzahl der verschiedenen Classen solcher quadratischer Formen der 


Determinante —n, in welchen wenigstens einer der beiden äufseren 
Coelficienten ungrade ist; 
A(n) sei die Summe aller ungraden Divisoren von n, 
D(n) die Summe sämmtlicher Divisoren von n, 
der Betrag, um welchen die Summe der Divisoren von n, die gröfser 
als yn sind, die Summe derjenigen übersteigt, die kleiner als yrn sind, 
die Summe der Divisoren von n, die von der Form 84 +1 sind, ver- 
mindert um den Betrag der Summe derjenigen, die von der Form 
8%k+3 sind; 
P'(n) die Summe der Divisoren 84+1, die gröfser als yn, und der Divisoren 
8k+3, die kleiner als yn sind, vermindert um die Summe derer von der 
Form 84+1, die kleiner als yn, und derer von der Form 84+3, die 


’(n) 


p'(n) 


gröfser als yn sind; 
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y(r) der Betrag, um welchen die Anzahl der Divisoren von der Form 4k-1 
die Anzahl derjenigen von der Form 4% — 1 übersteigt; 

w(n) der Betrag, um welchen die Anzahl der Divisoren von der Form 3%--1 
die Anzahl derjenigen von der Form 3% — 1 übersteigt: 

y'(n) die halbe Anzahl der verschiedenen Auflösungen der Gleichung 
n = x°--64 y’ und 

w(n) die no Anzahl der verschiedenen Auflösungen der Gleichung 
n = x --3.64y” in ganzen Zahlen, wobei aber die posiliven und ne- 
galiven W erthe von & und y als verschiedene und auch die Nullwerthe 


derselben zu berücksichtigen sind. 

Nach diesen Festsetzungen lassen sich die aus der Theorie der ellip- 
tischen Functionen resullirenden Beziehungen für die Classenanzahlen der qua- 
dratischen Formen negativer Determinante folgendermaafsen ausdrücken: 


I. FlAan)+2F(An— 1°)+2P(An—2”) +2 F(An—3°) ++ = 2A l(n)+ P(n)+ Win), 
1. FRm)+2F2m1)+2 2m 222m 3)4-- = 2Dm)+glm), 
III. FQm)—2 FAm—1)+2 Fam —2’)—2 Fdm—3°)t+- = —gp(m), 


IV. 3G(m)+66 (m—1?)-+66G (m—2?) +6G (m— 3°) + = Pim)+3 Pim)+3plm)+-2ıp(lm), 


V. a 4 (m—2?)+4F(m— 3’) +. = Pim)+ Pim)+gp(m), 
VI. 2Fim) —4AF(m—1?)+4F(m— 2°) — 4F(m—3°) +. = (1) D(Dim)— Pim))+g(m), 
vn. DE 100 0 Sa sea 129) 4... = (A) (Der) — Wr), 


VII. 48 (— rs) (ap(3T r he 36 —,- —)) = (NED) Er) + FH 
+4u()—4y'(sS)— SW (s). 


In den ersten sieben dieser Formeln ist die Reihe der Functionen # 
und @ nur so weit fortzusetzen, als die dazu gehörigen Zahlen nicht negaliv 
werden, so dafs, wenn man z. B. das letzte Glied in der ersten Formel mit 
F (4n—K?) bezeichnet, die Zahl A durch die Bedingung A’ = 4n bestimmt 
wird. In der letzten Formel (VIII) bezieht sich das Summenzeichen auf 
alle diejenigen verschiedenen positiven Zahlen A, für welche „!; (s — A’) ganz 
und gröfser oder gleich Null ist; und in allen Formeln ist #')=0, aber 


G(o)=4 zu selzen. 


Für die zahlentheoretischen Functionen F' und @ bestehen aufserdem 
folgende Fundamental-Beziehungen, welche ebenfalls aus der Theorie der 
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ellipiischen Functionen sich ergeben, aber auch mittelst einfacher arithmetischer 
Betrachtungen hergeleitet werden können: 
F(4n\—=2F'‘n) für jede beliebige Zahl n, 
doch mit der Ausnahme, dafs, wenn n ein ungrades Quadrat, #(An)—=2F\n)—1 
ist; 
| G (4n) — F'(4n)--G(n) für jede beliebige Zahl n; 
G(n)— F'n), wenn n für den Modul 4 den Rest 1 oder 2 läfst: 
G(n)—=?2F'(n), wenn n=7 (mod.8): 
3G(n)—=4F'n), wenn n=3 (mod. 8), 
jedoch mit der Ausnahme, dafs, wenn n das Dreifache eines ungraden Qua- 
drats ist, 3@(n) = 4F'n)-+2 wird. 


Es ist ferner die Classenanzahl #'(n) gleich der Summe der Anzahlen 
der esgentlich primitiven CGlassen quadratischer Formen für alle diejenigen 
Determinanten —v, welche Theiler von n sind und für welche der Quotient 
— ein ungrades Quadrat ist. In Folge dessen lassen sich aus den obigen 
acht Formeln für die Classenanzahlen F' und @ folgende entsprechende For- 


meln für die Function f({r) ableiten, welche die Anzahl der eigentlich pri- 
mitliven Classen quadralischer Formen der Determinante —n bezeichnen soll: 


41) wfM)+Wwfi2)+wf(3)+u,f(4) ++ = 4X(n)+2P(n)+2Pn), 


wo u; die Anzahl aller möglichen Darstellungen der Zahl An durch die Form: 
x’--k/2y--1) bedeutet, also da u,=0 wird, wenn k>>4n, die Reihe auf der 
linken Seite abbricht. Jene Anzahl der Darstellungen wird übrigens hier, wie im 
Folgenden überall, in dem gewöhnlichen Sinne genommen; nämlich so, dafs 
darunter die Anzahl der verschiedenen Systeme positiver oder negativer ganz- 
zahliger Werthe der Unbestimmten & und y verstanden wird, für welche die 
Darstellung möglich ist. Es ist nun: 


2) WDR) FWFA)Le 
3) WwfD-mf2)+Wwf(3) —uf(4)t- 


wenn die Anzahl der Darstellungen von 2 m durch die Form: =’+%(2y-+1)’ 
mit #; bezeichnet wird. Ferner ist: 


4) 3Euf@)+ER+ 1) w,f—1) = 2m)+6F m) +4 +3u,), 


4$b(m)+4iu,, 


1 
zu, 


| 
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wo sich die Summationen auf alle positiven Zahlen ö erstrecken, und u; die 
Anzahl derjenigen Darstellungen von »» durch die Form: x°-+Ay’ bedeutet, 
bei welchen y von Null verschieden ist. Man hat ferner: 


5) WeD+wF HUB) HWFN+- — Bm) + Fl) iu. 
(6.) sf1)-wf(2)+Wf(3)—uf 4) = (— 1)!" (Dlm)— P(m))+ u. 
wenn a, die Anzahl der Darstellungen von »n durch die Form: &°’+%A(2y-+1)' 
angiebt. Ferner ist, wenn r=7 (mod. 8): 

7) 28 f&—1) = Fr)— 4B(r) + (1)CHP/r) — Pr). 
wo sich die Summation auf alle positiven Zahlen © erstreckt, und «, die An- 
zahl der Darstellungen von r durch die Form: 64.0” -+-%y”* bedeutet. Endlich 
ist, wenn s=1 (mod. 8): 

8) Z@utV)f) +21) (wi, —v;)f(R—1) 
= (1) — F/)) ++ In — v1), 
wo sich die beiden Summationszeichen auf alle positiven Zahlen © beziehen 
und das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 2 grade oder ungrade ist, 
wo ferner w, die Anzahl der Darstellungen von s durch die Form: x’+64Aky’, 
bei welchen y von Null verschieden ist, und v, die Anzahl aller Darstellungen 
von s durch die Form: «°-+16%(2y--1)’ bedeutet. 

Die oben für die Classenanzahlen # und @ gegebenen acht Formeln 
werden insoweit vereinfacht, dafs auf der rechten Seite derselben die Aus- 
drücke y, vw, g', w' überall gänzlich fortfallen, wenn man die zahlentheoreti- 
schen Functionen F'n) und @{n) durch andere: F(n) und G{n) ersetzt, 
welche für n=0 respective die Werthe: O und — „!); haben und für alle po- 
sitiven Werthe von n durch folgende Gleichungen bestimmt werden: 

F (4n) = F'‘(4n) für jede beliebige Zahl n, 

F(4n)—=2F(n) und G(4n)—=F(An)-G(n) für jede positive Zahl n; 

G(n)=F(n), wenn n=1 oder 2 (mod. 4) und 

G(n) = (2 -+(—1)"®)F(n‘, wenn n=3 (mod. 4) ist. 
Es bestehen demgemäfs für die Functionen F und G dieselben Fundamental- 
beziehungen wie für die Classenanzahlen #' und @, aber ohne die Ausnahmen; 
und die Functionen F(n) und F'(n) stimmen überhaupt überein, sobald nicht 


n ein ungrades Quadrat, G(n) und @(n) stimmen mit einander überein, 
sobald nicht r irgend ein vollständiges Quadrat oder das Dreifache eines sol- 











a 
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chen ist. Aber auch für diese besonderen Werthe von n haben die Funclionen 
F/n) und G{n) ihre unmittelbare zahlentheoretische Bedeutung, deren Erör- 
terung indessen hier zu weit führen würde. 

Aufser den erwähnten Veränderungen, welche die obigen Formeln 
(1 bis VIII) durch Einführung der zahlentheoretischen Funclionen: f{n), F(n). 
G/n) und anderer erfahren, kann man die Formeln auch dadurch in der 
mannigfaltigsten Weise umgestalten, dafs man sie unter sich so wie mit den 
für die Funclionen F' und @ bestehenden Fundamentalrelationen combinirt; 
und man erhält dadurch viele neue elegante Formeln. Aber keine der Giei- 
chungen (I. bis VIII.) selbst läfst sich aus den übrigen durch blofse Benutzung 
jener Fundamental-Beziehungen ableiten, und sie bilden also insofern ein 
System von unter einander unabhängigen Formeln. Von den durch Verbin- 
dung derselben resultirenden Gleichungen hebe ich nur die folgenden beiden 
hervor. indem ich dabei der gröfseren Einfachheit wegen die Functionen F 
und G@ benutze und 2F(n)— G(n)=E(n) setze: 
IN. Fa)+Fin—2)-—-F(n—6)+F/n —12)+F(2—20)+.- = 4#(4n-1), 


X. En) --2E(n— 1)-F2E/n — 4)+2E/n — 9) +... — 3(2+(—1)")X n). 


"3; 





Beide Formeln gelten für jede positive Zahl »; die letztere derselben ergiebt. 
wie ich unten zeigen werde, die merkwürdigen Beziehungen zwischen der 
Anzahl der Darstellungen einer Zahl rn als Summe von drei Quadraten und 
der zur Determinante —n gehörigen Classenanzahl quadratischer Formen; 
die Formel X. läfst sich auch andrerseits aus diesen Beziehungen ableiten, 
sie enthält also bereits bekannte zahlentheorelische Sätze nur in neuer Form. 
Dasselbe ist bei den Formeln Il. und III. der Fall, so wie überhaupt bei 
allen denjenigen Verbindungen der Formeln I. bis VIII., aus welchen die 
Funetionen 7 und %#’ wegfallen. Die übrigen in jenen Formeln enthaltenen 
Resultate aber lassen sich mit den vorhandenen arithmetischen Hülfsmitteln 
nicht herleiten und sind also der Form wie dem Inhalt nach durchaus neu. 
Der wesentliche Unterschied, welcher hiernach zwischen den Funclionen X, 
D, Pb einerseits und 7, %#’ andrerseits begründet wird, tritt übrigens auch 
in der gänzlich verschiedenen Natur der Reihen hervor, welche man erhält, 
wenn man jene Funclionen als Entwickelungscoefficienten darstellt. Es ist 


nämlich: 


<,6 3 \ we oz u q" 
= 2 +1)X(n)g" = Sry’ 


wo sich die Summationen auf alle positiven Werthe n=1 bis © erstrecken. 





RE 
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und auf beiden Seiten das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem n 
grade oder ungrade ist. Ferner: 





ae „_nq” q" 
j m 
= Fin)y m d-q)®’ 


wo sich die Summalionen ebenfalls auf alle positiven Werthe von n—1 bis 
x erstrecken. Endlich ist: 





zZ» (m)g" — a a = 
SP (m)g"” —= zZ 1m dm a ne ud 
— ) 


wo für »n alle positiven ungraden Zahlen zu nehmen sind. 

Verbindet man diese Gleichungen mit den acht Formeln für die Classen- 
anzahlen der quadratischen Formen von negativen Determinanten, so erhält 
man auch diese als Entwickelungscoefficienten dargestellt. Namentlich ergeben 
die erste und dritte obiger Gleichungen in Verbindung mit den Formeln IX. 


und X. die beiden folgenden Relationen: 


= ui q* . rn 
Xl. ZF(n)g" = HK) d-geny 








1 e gr ri 
ZI GR ure 
wo sich die Summaltionen auf alle Werthe von n—=0 bis » beziehen und 
in der letzten Summe das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem n grade 
oder ungrade ist. Die Buchstaben 7, ©, A und g haben hier die ihnen von 
Jacobi beigelegte Bedeutung; die letztere der beiden Gleichungen läfst sich 
deshalb durch Benutzung der Formel (8.) pag. 103 von Jacobis „Fundamenta” 
in folgende verwandeln: 

12 3E(n)g" = (OK) = 144 +2 +2"; 

und hieraus ergiebt sich unmittelbar, dafs die Anzahl der Darstellungen einer 
Zahl n, als Summe von drei Quadraten, gleich 12E(n) ist. Dieses aus der 
Theorie der elliptischen Functionen hervorgehende Resultat enthält in ein- 
facher Zusammenfassung die schon oben erwähnten @auwfsischen Sätze über 
den Zusammenhang, welcher zwischen der Anzahl der Darstellungen einer 
Zahl n durch die Form: x°--y?-+-2° und der Anzahl der verschiedenen 
Classen binärer quadratischer Formen der Determinante —n besteht. Auf 

Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft3, 33 








XI. 128E(n)g” 
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diese Weise können also aus der Theorie der elliptiischen Funclionen allein 
jene schönen Sätze der höheren Arithmetik geschöpft werden, welche bisher 
nur durch die tief liegenden Betrachtungen in G@aufs Disq. arithm. begründet 
waren. Da der Fermatsche Satz über die Triagonalzahlen eine einfache Con- 
sequenz jener Sätze bildet, so ist also auch dieser aus der Theorie der 
elliptischen Funetionen ohne alle zahlentheoretische Vorbereitung herzuleilen, 
und hiermit ein von Jacobi in seinen Vorlesungen oftmals ausgesprochener 
Wunsch erfüllt. — Dieser grofse Mathematiker fand nämlich, wie bekannt, in 
seiner bedeutendsten analytischen Schöpfung, der Theorie der elliptischen 
Funelionen, zugleich eine reiche Quelle zahlentheoretischer Sätze, und er 
scheint grade diese mit Vorliebe daraus entwickelt zu haben. So wie er nun 
aus den Reihen für die graden Potenzen von O(A') die Sätze über die Anzahl 
der Zeriegungen einer Zahl in 2, 4, 6 und 8 Quadrate erlangt halte, wünschte 
er auch aus der Entwickelung des Cubus von © 'Ä) oder ähnlichen Reihen 
die Sätze über die Zerfällung einer Zahl in drei Quadrate und in drei Tria- 
sonalzahlen abzuleiten. Dies ist in den oben angedeuteten Untersuchungen 
nunmehr geschehen; freilich nicht durch directe analytische Umformung des 
Cubus von O(A'), sondern mit Hülfe der speziellen Moduln, für welche com- 
plexe Multiplication stattfindet, also doch immerhin durch Betrachtungen, welche 
ausschlielslich dem Gebiete der elliptischen Funclionen angehören. 

Es deulet Alles darauf hin, dafs, wie die zahlentheorelischen Functio- 
nen E(n) und ÄX(n) mit der Anzahl der Zerfällungen von rn in drei und vier 
Quadraten zusammenhängen, so auch den Funclionen F(n) und F/n) eine 
ähnliche Bedeutung für die Darstellung von rn durch quadratische Formen mit 
mehreren Variabeln zukommt. Nur aus einer solchen anderweiten zahlentheo- 
relischen Bedeutung von F(r) und 7(n) dürfte man auf rein arithmelischem 
Wege die gegenseitigen Beziehungen derselben herleiten können, welche in 
den obigen acht Formeln enthalten sind. Indessen ist zu vermulhen, dafs die 
betreffende Eigenschaft der Classenanzahl F(r) und somit die Begründung 
jener acht Formeln auf zahlentheoretischem Wege sehr tief liegt, da selbst 
Gaufs bei seiner umfassenden arithmetischen Behandlung der binären quadra- 
tischen Formen nicht auf jene einfachen Gesetze für die Classenanzahl der- 
selben geführt worden ist. Uebrigens handelt es sich nunmehr, da die zwi- 
schen den Functionen F und % bestehenden Relationen gegeben sind, nur 
darum, die vermuthete Eigenschaft der einen von beiden zu ermitteln, um 
daraus unmittelbar eine entsprechende der anderen zu erschliefsen. Und diese 
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Zurückführung dürfte von Wichtigkeit sein, weil die Analogie zwischen den 
Functionen X und # einerseits und zwischen E und F andrerseits zu der 
Annahme berechtigt, dafs eine etwaige Bedeutung von #7(n) für die Dar- 
stellung der Zahl rn durch eine quadralische Form näher liegen wird als die 
entsprechende Bedeutung von F{r). Namentlich auf Grund dieser Betrach- 
tungen habe ich auch die obigen Reihen aufgestellt, in denen F(n) und #(n) 
die Entwickelungscoefficienten bilden, aber es ist mir bisher noch nicht ge- 
lungen, befriedigende Resultate für die gesuchte weitere Bedeutung der Func- 
tionen F und % daraus abzuleiten. Leichter scheint es, auf rein analylischem 
Wege die Eigenschaften der unendlichen Reihe auf der rechten Seite der 
Gleichung XI. insoweit zu ergründen und aufzustellen, dafs man vermiltelst 
derselben aus dieser Gleichung allein die obigen acht Formeln sämmtlich ent- 
wickeln kann. Hierzu bedürfte es nämlich nur gewisser Umformungen, deren 
jene Reihe fähig ist, wenn man in derselben g mit den verschiedenen achten 
Wurzeln der Einheit behaftet annimmt; Umformungen, welche sich andrer- 
seits durch Benutzung der Gleichungen I. bis VIII. ergeben. 

Ich bemerke schliefslich, dafs die Formeln V. und VI. zur Berechnung 
der Classenanzahlen der quadratischen Formen von negativer Deierminante 
vorzüglich geeignet sind. Ich habe auch bereits nach einer Verbindung dieser 
Formeln den Werth von F'(m) für alle ungraden Zahlen m bis zu 10000 
ausrechnen lassen, wobei die Leichtigkeit und Sicherheit der Rechnung nichts 
zu wünschen übrig liefs. Die Anzahl der esgentlich primitiven Classen der 
quadratischen Formen von negativer Determinante ergiebt sich aus den be- 
rechneten Wertihen von F'(»n) mit leichter Mühe. 


Berlin. im December 1859. 
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Von den Gammafunctionen und einer besonderen 
Art unendlicher Produecte. 


(Von Herrn G. Bauer zu München. ) 





GHaufs bemerkt in seiner Abhandlung „‚Disquisitiones generales circa 
seriem infinitam etc.” dafs die Störlingsche Formel für log(1.2.3...«) 
überhaupt für log/'(a+1) gültig sei, wenn «a irgend eine positive Zahl be- 
zeichnet. In dem Aufsatze über „die Darstellung gewisser Functionen durch 
die Eulersche Summenformel” im 56°" Bande dieses Journals verificirte 
Herr Lipschetz die so verallgemeinerte Sterlöngsche Formel und bestimmte 
zugleich den Rest der Reihe, die sie enthält. 

Ich wurde hiedurch veranlafst eine frühere Untersuchung wieder auf- 
zunehmen, welche zum Zwecke halte unmittelbar aus dem Integralausdruck 
eine convergente Reihenentwicklung für log /'(a) herzustellen, und welche mich 
zu einem neuen Ausdruck für Z’(a) in Form eines unendlichen Products führte. 
Dieses Product ist so beschaffen, dafs, wenn # wächst, die ersten Factoren 
unmittelbar den Näherungswerth yY2rn.e”"a“”: liefern, während die übrigen 
Factoren gegen die Einheit convergiren, und die Entwicklung von log 7a) 
aus diesem Product nimmt die Form der Stirlingschen Formel an. Man 
erhält hiebei zu gleicher Zeit verschiedene, so viel mir bekannt, neue inde- 
pendente Ausdrücke für die Bernoullischen Zahlen. Andererseits läfst sich 
auch aus dem Producte leicht der von @au/s in der oben erwähnten Abhand- 


lung für Z7’(a+1) gegebene Ausdruck ableiten. 


Durch Producte ähnlicher Art lassen sich endlich auch die Functionen 


dloe T{a) 1 
e ° und e“ darstellen, und zwar unterscheiden sich die Producte, welche 


diese beiden Functionen darstellen, nur in den Exponenten der einzelnen 


Facloren. 
1. Nennen wir die Function An „ welche G@au/s mit w(@a—1) 


bezeichnet, um die Formeln gleichmäfsiger zu machen, hier w(a), so hat 
man nach Dirichlet (Sur les integrales Kuleriennes Bd. 15, S. 260 dieses 


Journals) für (a) den Integralausdruck 








1) via =/ (- = 








Bauer, von den Gammafunctionen u. einer besonderen Art v. Producten. 257 


Aus diesem Ausdruck für w(a) läfst sich sogleich entnehmen, dafs wenn a 
gegen Unendlich convergirt, w(a)—log(a) gegen Null convergirt. In der 
That ist 


log a — / (e eu) N 


0 = 
vage = (en 


=f.,  SUOOR. oy 
(5) 


Wird nun =», so wird (1 - 2) =e? in allen Elementen des Inte- 
grals, in welchen y einen endlichen Werth hat; diejenigen Elemente aber, 
in welchen y unendlich grofs ist, tragen ohnehin nichts zum Werthe des In- 
tegrals bei. Hierdurch ist obige Behauptung gerechtferligt. 

Differentiirt man die Gleichung (1.) nochmals nach «, und setzt 


O’logI(a) __ Ola) 
da? 04 


mithin 





oe w (a), 








so erhält man 


"jog(i+2) O2 all 7) 92 
v(a) -/ A+f2% 2 Sf (142). 2 


0 























=x 1 2 sieh 
= v. afayer 09 
zi-l IT) __ 1.2.3... —1) 
Das Integral [7 Irper öz ist aber bekanntlich — TG) "GH... GEW 
und man hat also für w’(a) die Reihenentwicklung 
=... 1 1.2 ce 1.2.3 
ve = ra ar TI za lard TE ala} 
oder 
= 1 m 70. DR 
(2.) ya) = a. +1 a(a+1)...(a-+i)” 


eine Reihenentwicklung, welche convergent ist für jeden positiven Werth von a. 
2. Gaufs hat in der schon erwähnten Abhandlung über die hyper- 


geometrische Reihe für Eat die — Reihe gefunden: 


= 1 


y(a) = tar Te. Tarar rn 2)* - 2 (“+)” 
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Es mufs mithin für jeden positiven Werth von « 


a: f 1.2.3...i c 
Di EEE, ER ee 
io +1 ala+1)...(a-+i) u (ati) 
sein. Bevor ich weiter gehe, will ich die Gleichheit dieser beiden Reihen 
direct beweisen. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir die allgemeinere Reihe 
ee‘. 1.2.3...i 
> . zo ’% 
(4) Zıitk (a+1)(a+2)...(a+i) [\k, a). 
Schliefsen wir den Fall aus, wo A eine ganze negalive Zahl ist, so ist diese 
Reihe convergent für jeden Werth von k und jeden positiven Werth von a. 
Für A=0 geht sie in die Reihe 
.. 1 & 1.2 
a+1 ! (a+Hl)(a+2) ' (a-+1) )(af2)(at3) ! 


r x Rn . 
über, deren Summe = — Ist, so dafs also 











1 
Nun folgt aus (4.) 














lik, a+1) - Sr DT 
(1- Ef, a+1) = ZI mar 
mithin 
ha Ih,a) = — = GFMEN.eFTRR 
= —(f(0, a) — Fa = 


Man hat also die Relation 


(6) Sika) = ante hatt), 


wodurch fik,a+1) auf f(k,a) zurückgeführt wird, ausgenommen wenn 
k—=a-1 ist. Andererseits giebt diese Relation durch wiederholte Substi- 
tution, da f(A,a) mit wachsendem a gegen Null convergirt, für f(A,a) die 
Reihe 














f(k, a) BES 
1 L a—k-+1 : (a—k-+1)(a—k-+2) $ (a—k+1)(a—k-2)(a—k-+3) 4 A 
a(a+1) | (a+1)’(a+2) ' (a+1)(a+2)’(a+3) (a-+1)(a-+2) (a+3)’(a+4) , 


welche abbricht, so oft 4 um eine ganze Zahl gröfser ist als a. 


x 
$ 
= 
ee 
dr 
IR 
“X 
Et 
w 
% 
- 
D # 
a 
} 
5 
x 
a 
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Für k=1 giebt diese Reihe 


a | 


1 u a 
ru) = a(a-+1) Tr (aljKare) Tı (a+2)’(a-+3) . (a+3)”(a+4) 1 














und für k = 
1 1 1 | | 


— 


( BE u u u —-- ch 
fd, 4) a a(a-+1) | (a+1)(a+2) ' (a+2)(a-+3) 
Aus diesen beiden Reihen 








eine Gleichung, deren Richtigkeit von selbst erhellt. 


folgt nun 





 ı 1 a+1 a+?2 a+3 
7 u Eu EEE £ ER 
re a a’(a+1) ' (a-+1)a+2) ' (a+2)’(a+3) | 
oder | 
en 1.2.3.8  ä 


ne Be 
u t+1 ala+l)...(a+i) u (a-+i)?’ 
was zu beweisen war. 
3. Verweilen wir noch etwas bei der Reihe f(%k, «). 





Dieselbe läfst 


sich auf folgende Weise zerlegen 





























1 1.2....:—1 1 1.2...—1 
BER < 
f(k,a) = Amar Tr Act (a+H1+i—1) REITE (a+1)...(a+1+:—1) 
BERN 1 4 1.2... su 1 eh 
A+k)(a+H1) ! (at)... (a+H1+) — ee (a+1)...(a+1+i) 
= 1 Bine kai 
er Ara? a+1 ar Ar, arı). 
Es ist also 
1 k 1 k 
ku) = — — . rn: re 7 
(7) fik,a) «u k+1l ati en r1,arl), 


und aus dieser Relation und der Relation er ergiebt sich 


f -\ ’ı 1 ER 
(8) (a—k)f(k,a) = Cr — kf'k-- 
zurückgeführt, oder um- 


Mittelst dieser Gleichung ist f(k-+1,«a) auf f(A,«, 
Ist also A eine ganze 


gekehrt, ausgenommen wenn A—=0 oder k= a ist, 
positive Zahl, so lälst sich f(A, «) auf f(1,«) zurückführen und hängt mithin 
von wa) ab. Eine ähnliche Aenderung wie die, welche die Funclion f(k, «) 


erleidet beim Uebergang von A=0 auf k—=1, erleidet dieselbe auch beim 
Uebergang von k=a-Ilaufk=a. Für Ak=ua-1. wie überhaupt für 
k=a-n, wo n eine ganze posilive Zahl, ist f(Ak, «) eine rationale Function 
von a (nach Nr. 2), für k= a hingegen hängt der Werth von fik, a) eben- 


falls von w(a) ab, wie aus einer bemerkenswerthen Transformation mittelst 
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der Relation (7.) hervorgeht. Da nämlich, wenn % und « wächst, f(k, a) 
gegen Null convergirt, so folgt aus dieser Relation 

a k 1 hk 1 k+H1 41 k+1 
f(k,a) = a kt al - Hm - sr - ae 


1 1 k( k(k-H) 1 
a kart om) TH 1 (areas t ar) 

















k(k-+1)(k--2) 1 
 (a+1)(a+2) One ee ares Di Er. 
Mithin für k=a 
’ 1 2a 2a 
rc A “ ar TIaray (a+2)  (a+3)* = 
u Bo = A} 
£ „+20 i=0 2 0 
oder auch 
ee 4 1.2.3.5 0. (1) 
0.) ati a(a+l)...(ati) Ben 22 (a+i)* 
Da nun 


— 


Bat) — 3Fary "rar: 

” Eu | 
ist und Sarg —=w(a), so wird 

Im 1 1.2.. 

> en 

on a+i a(a-+1).. ar > (5 3) 2y (a). 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich also, dafs die Transcendente f(k,a) 
als bekannt angesehen werden kann für jeden Werth von k und jeden posi- 
tiven Werth von @, wenn man sie für jeden Werth von 4 und « zwischen 
O0 und 1 kennt; ferner dafs sie eine rationale Function von 4 wird, wenn 


k—=0 oder wenn k um eine ganze Zahl gröfser als a ist; hingegen auf die 
o’log I'‘(«) 
00” 








Function 





— (a) zurückgeführt werden kann, wenn k eine ganze 


positive Zahl ist, so wie auch, wenn =. oder um eine ganze Zahl kleiner 
als a ist, 

4. Kehren wir nun zur Gleichung (2.) zurück. Die Reihe, durch 
welche dort (a) dargestellt ist, ist zwar weniger einfach, als die von Gau/s 
gegebene, allein sie hat vor dieser den Vorzug, dafs sie bei zweimaliger In- 


tegralion zu convergenten Reihen führt. 


EEE u 
a(@+1)...(ari) in Partialbrüche nach be- 





Zerlegen wir den Ausdruck 


kannten Formeln, so erhalten wir 


RE 
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m 5 u l 
(10.) a(a+tl)..(at) (5 Ja: 4; | +5 5 —(: al 3 7 rg 
wo w (5) u.s. f. den ersten, zweiten u. s. f. Binomialcoefficienten der 


2°" Potenz bezeichnet. 
Die Integration der Gleichung (2.) giebt mithin 


(a) = 


ä 2 19 | a LaEi 
= lege - (| log d- +1)-: | (5 Jlog d- 2) ++ log (a- )]- const. 


Wir werden aber in Nr.5 sehen, dafs die Constante der Integration hier Null 


ist, und es wird mithin 








_ 2) u: 

u I m 2)" +1 

(11) wa) = log 77 Bde) Br 

_ (a+1)\/(w- wi 7 

wo // das unendliche Produet anzeigt. Die Kiss Glieder dieses Pro- 
ducts hängen auf sehr einfache Weise von einander ab. Nennen wir die 


Gröfse in der Klammer g;, so dafs 


(11) wa) = log[g,-4:9::9:...]. 


so Ist 





d 
A. Du 
Yo B] ı a+1 
und allgemein ist, wenn wir mit g; das bezeichnen, was 4; wird, wenn man 


darin a--1 stall a setzt 

di 

m 

wie sich aus der bekannten Eigenschaft der Binomialcoefficienten, nach wel- 


cher (?)+ m Ir ist, sogleich ergiebt. 


5. ÜUntersuchen wir umgekehrt die Convergenz des Ausdrucks für 
h LINGEN, fi u 
w(a). Vermöge der Relation el R )+G-) hat man von 2—=1 an 


Jir 














= alt 3). ei di a(a+2) (7 1 Kat 9° . 
i (a+1) (1)a+3)9.. by. (a+ 1)(a+ Ci je — u 
ws DB 
= Si (+ I) 
(4 et 
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1 1 
@’ a+1’ a12’ 
Reihe nach mit «@,, &, &, ... und bilden wir das System von Gleichungen 





Bezeichnen wir nun zur Abkürzung die Gröfsen der 








1--e, 2 1 f > 1 2 

14h, u —=1-+P:; el4ß, 

1I+9, A 1+#, 

a Hm lH seen 
I+7% 

mithin sueneeunene, Eee 4 


so sind Aus Pıs Pas »+-3 Yos Yır Yas ++ +5 Öos Orr Os ++. 8.5. Reihen, 
deren Glieder respective aus /,, Yo, Od, U. Ss. w. hervorgehen, wenn man darin 
a nach und nach durch «+1, «--2, u. s. w. ersetzt, und sämmtlich von der 
positiven Seile her gegen die Null convergiren. 

Nun folgt aus obigen Gleichungen 


ß PR. & a Ps —/ß, Ö\ Yo Yı 
Bin Er u 77 
i+7, ' 





ifa, > MTirR > 


und hieraus 


MM z 


Bu = (t — &) — Au Pos 
rd ee (Bv—Pı) an Pi m (du — 20, - 0) Boni: (a, Po —(% Pi) Pı Yu» 
Ö\, — ( Yo — Yyı) ——— yı Ö, = (, — 3a, + Id, — 0, ) —[(0,Po— 01) ES (4, I, — 0392) | 


— (Ph Y0— Payı) —Yıdoz 
u. 5. f. 


Die ersten Glieder dieser Ausdrücke für /,, /o, dus... sind nach Gleichung (10.) 


1 1.2 1.2.3 
a(a+l) ? atla+l)(a+2)’ ala+l)(a+2)(a+3)’ 


Hieran reihen sich, wie man sogleich sieht, die folgenden Glieder in abstei- 














sender Ordnung. So sind die zweiten Glieder = ENTE und seine 
A, 1 1 1 
Differenzen, die dritten Glieder P,Y, = men een _ mh und seine 


Differenzen u. s. f. Es ergiebt sich mithin aus diesen Gleichungen, dafs die 
Gröfsen u» Yos Oo, ... positiv sind und zwar 


1 1.2 1.2.3 
aa)? Paare)’ I< arlaf2)af3) ’ En 


Nun ist aber 








I4+A=-, IH4n=, 1, nat. 


2 3 4 
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und also allgemein 





Bi 1; 1.2... —1) 
1 I Tala+l)...(a+i—1)’ 
1 
wo e ein ächter positiver Bruch ist. Es ist folglich auch logg‘*' numerisch 
1 1.2... —1) 





<< a BE 
”i+1 ala-+1)...(a+i—1) 
1 
woraus die Convergenz des Products /7g‘*' für jeden positiven Werth von 
a erhellt. Zugleich ersieht man, dafs 9; <1 ist für jedes 2 von ?—1 an. 
Es läfst sich nun auch leicht zeigen, dafs die Constante der Integration 


in der Gleichung (11.) für w(«) Null ist, wie ich dort erwähnte. Es ist näm- 








. n% 1 2 . 
f} r . . et 
lich nach dem Vorhergehenden > x Joggi*' *" numerisch <4I —— 
_ *- ala+l)...(a+i—1) 
1 R 
oder nach (5.) < a: Für «= x convergirt also diese Summe gegen 


Null. Dasselbe ist aber auch der Fall mit w(a) —loga, wie wir in Nr. 1 
sahen. Folglich mufs die Constante der Integration in (11.) Null sein. 
6. Integrirt man nun wiederum die Gleichung (11.),. so erhält man auf 


der rechten Gleichungsseite nur Glieder der Form (A)IKa+n)log(a- n)—1]. 
n Bis | 

n . i i i n 

Aber vermöge der Relation 1- (4 )+(3)-(3)+ — + — 0, welche für 


jede positive ganze Zahl 2 gilt, heben sich die Vielfachen von a auf für jedes 
?, aufser für 2= 0, und man erhält 


log /‘a) = logC-+aloga— a 
1 | «log a— — (1 Xa+1)log(a+1) +3 Xa4+Dlog(a+2)—-(a-+i)log(a+4)] 


ST 





“ 


oder 
1 


I=2 a > ! 
12) Il) = Ce o"(a+2) ) en Pr 
_ (a1) 4 3,65) Bun 





wo € die Constante der Integration ist. Bezeichnen wir die Glieder dieses 


1 i ; 
Products, abgesehen vom Exponenten IT? mit O,, Q,, u.s.f.. so ist 


12.) Ta) = Ce0,000.... 
und man hat 
a“ 


Q,= a, Ö, (a+1)(@+2) 





und allgemein 


34 * 
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PO, 

0 ae 0: ? 
wenn wieder @; das bezeichnet, was (0; wird, wenn man darin «+1 statt 
a selzt. 


Obiger Ausdruck für /'(a) ist ebenfalls convergent für jeden posiliven 


Werth von a. Denn fafst man in @; alle Factoren zusammen, welche « im 
Exponenten haben, so erhält man 


i—1 1 


| Ki (a+2)\ ER. 
May. lat+Na+ 32)... 


z da 
2 


0. — a(a+2) u; 








’ 


. i fi—NN : . . 
da allgemein n(„)=i(,_}) is. Nennen wir den ersten Factor A;, den 
l 
zweiten B;, so ist nach Nr. 5 log 4{*' negativ und numerisch 


1 1.2... —1) 
i+1 (a+1)(a+2)...(a+i—1) 


1 
hingegen, von @—=2 an, logB‘*' positiv und 





’ 1.2... —?2) 
” il (a+1)(a+2)...(a+i—1) 





Die beiden Producte 
1 l 
ITA'' I und IB 


1 


sind mithin convergent und folglich auch das Product 770°. Man wird zu- 


gleich bemerken, dafs Q; von 2=2 an immer >1 ist, während Q, natürlich 
immer <1 ist. 
Um nun die Constante der Integration C in Gleichung (12.) zu be- 


I=n 1 


stimmen, lassen wir @ gegen © convergiren, so convergirt log II Q'*'" gegen 


I 





nn 1 

og — nt [ [2 1 * 

Null, also /7 Q@*' gegen die Einheit; Q, = ME. convergirt gegen 
I2272 ’ (14 =} a+1 > 

a 


1 F 
— und es wird sodann 


ed 
’ ’ Y\.—a „4 1 : 
(13.) Ta) = (ea (-_) — 


ae 
eat 4 


oder auch, wenn man a--1 an die Stelle von a selat, 


139) Ta+1) = CE) 








ER, de 
TEEN ER SE el a eat 5 
TEE TEE El 


ER VRR ENEEESELN, 
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Mittelst dieser Gleichung und der Formel von Walls ist es nun leicht die 
Constante EC zu bestimmen. Denn bekanntlich ergiebt sich unmittelbar aus 
dem Integral, das 7'(a) darstellt, die Gleichung //a-+1)= ala), und wir 
werden später (Nr. 8) sehen, dafs diese Eigenschaft der Function Z' auch leicht 
aus Gleichung (12.) geschlossen werden kann. Aus dieser Eigenschaft folgt. 


wenn x eine ganze Zahl ist, Z(=—+1)=1.2.3...2 und mithin, wenn x 


gegen Unendlich convergirt, 1.2.3..2=0(Z) , Die Formel von Wallis 


he 2: 





7C .4 
2 1.3.3.9...22r—1) (2r —1) 


giebt folglich, wenn man bemerkt, dafs 
1.2.3...22 == 2”.1.2.3...2.1.3.5...22—1) 








ist, 
7 , 1 (1.2.3...r.2%)° 0° 
— = lim. - ——— —- — : 
2 2 (1.2.3...8%) de 
woraus 





(14) U= Y2rne 


sich ergiebt. 
k—=1 sich die 





= ro . | .. 
(. Wie aus der Reihe F- |  —— FÜR 
i+hk ala+1)...(a-+t) 


unendlichen Producte für e”‘“ und /'(a) ergaben, ebenso erhält man für k—=0 
den Werth anderer ähnlicher Producte. Es wird nämlich für k—=0 





ri Em 
E = 70 
(15.) ı i ala-+l)...(a-+i) "de 


da diese Reihe mit der Reihe (5.) zusammenfällt, wenn man letztere mit > 


multiplieirt. Die Integration dieser Gleichung giebt 


1 er: i | ” 
-- ==> —[loga — (} )log(a+1)+(5)log(a+2) — ++ 
1 g 


oder 
En: II A 19,0) en 
6. e a u II ada\ıd ct BA et 
(16) 3) 


E IWW r 
Auen (a41)Cı (a+9) 


1 
? 





Dieses Product ist nach Nr. 5 ebenfalls convergent für jedes positive «. Die 
Constante der Integration ist Null, indem für «=» beide Seiten der Glei- 


chung (16.) gegen die Einheit convergiren. Führt man die Gröfsen g; ein. 


so ist 


16) ee’ = RR HE EE 
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und dieses Product unterscheidet sich nur durch die Exponenten . von dem 
Produet in (11’.), welches e”' darstellt. 
Geht man unmittelbar von der Reihe (5.) aus, so erhält man auf 
gleiche Weise 
17) seh (++ 3°... 
= (a2 (a +4)... 





oder auch 
' ! ' ' 
d = 90-Yı1-I2-G3 +++, 
wo 4; wie früher das bezeichnet, was g; wird, wenn man darin «a--1 statt a 


selzt, und auch dieses Product ist nach Nr. 5 convergent für jedes positive a, 
1.2..:—1 


(a+1)(a+2)...(a+i) 
Von der Reihe (5.) läfst sich der Rest angeben. Bricht man dieselbe 
1.2.3... 
a(a+1)(a+2)...(a+n) 





indem logg; numerisch < ist. 


vor dem n'" Gliede ab, so ist derselbe Hieraus er- 





giebt sich die allgemeinere Gleichung 








(18.) a(a+3%... re TI (+3... 
(a41)/a+3 3)... es; (a+2))(a+4))... 

welche die Gleichung (17.) als speciellen Fall in sich schliefst. 
Mit Hülfe der Gleichung (18.) in Verbindung mit dem, was in Nr.5 

gesagt ist, lassen sich nun leicht Grenzen für den Fehler angeben, den man 
begeht, wenn man die bisher gegebenen Producte bei irgend einem Gliede 
abbricht. Ich will aber hierbei nicht verweilen und nur noch bemerken, dafs 


man die Zahl e auch durch die Gröfsen Q darstellen kann. Die Gleichung (17.) 
nämlich läfst sich auch so schreiben 


nr (a+1)a+3)°6),.. 7 
di = 11 m: ; 
— | (a+2) 2)a+4)@). u 
und wenn man mit dieser Gleichung die Gleichung (16.) dividirt, nachdem 
man lelztere in die «'* Potenz erhoben hat, so kommt 


’ 





’ 


Pa h (Z)Ca+2 IE 
(19.) _ — all et Ir Ä 


1 RR NO ERIENE CE 





oder 


= a0, 0%... 





1} 
iii 


j 
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Wie die beiden ersten Glieder des Products in (12.) für grofse Werthe von 
.. v er a io ) 

a den Näherungswerth c(#) für /'(a--1) liefern, indem das Product der 

folgenden Factoren gegen die Einheit convergirt, ebenso geben die ersten 

Factoren der Producte in (16.) und (19.) den bekannten Grenzausdruck 

BA# , j F ' a en a+1\° ‚1x8 

(1- —) für e; und zwar giebt die erstere Gleichung e—=( . )=(1 + —) 


a+l 1 a+l 
) zu (1 + —) zu grols, wie man aus der 
a 





da 





zu klein, die letztere e—=( I 
Natur der folgenden Factoren ersieht. 

8. Mittelst der Formeln der vorhergehenden Nr. ist es nun leicht 
die Producte in (11.) und (12.) umzuformen und daraus die @aufsschen For- 


meln abzuleiten. 


Es war 
In 2. 
Ta) = Ce IQ“ 
i=U) 
und Gleichung (19.) läfst sich schreiben 


i=U 


Die Division der ersten Gleichung durch die zweite giebt unmittelbar 


C er 
Lie) = 2 Bali. Br 


=) 


| — 


u 


wenn man wie früher mit @: das bezeichnet, was Q; wird. wenn man a--1 
1 
-1 


Di | 
statt @ selzt und bemerkt, dafs OHn=Tr ist. Setzt man für Cerid/TO" 


seinen Werth Z’(a-+1), so giebt die lelzte Gleichung die Fundamentalrelation 


T(a+1)=ul‘(a). 
Setzt man nun 








4 i=x ae 
— “in 'i+l 
und dividirt die letzte Gleichung mit dieser, so erhält man 
C ur 
L Pe RER —-(a+?2) MNi+l 
I‘(a) = Garn‘ A 





wo 0‘ das bedeutet, was Q; wird, wenn man a--1 statt a setzt, oder das, 
was 0; wird, wenn a--2 statt « gesetzt wird. So fortschreitend erhält man 


nach n Transformationen 
C 
a(a+1)...(a+n—1) 








1 
et) TOWER — IXa+n) 


I'(a) = er a(a+1)...(a+-n—1) 
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a 
& 
# 


Läfst man zn gegen Unendlich convergiren und seizt für /’(a-+n) seinen 


Y. r nr r Er, ‚(a+n)tr=: nat 2 i 
Grenzwerth nach (13.) = C rer EUR; 50 te 








r wur nam n+% 
a(a+1)...(a+n—1) (= -) 
und diese Gleichung dividirt mit dem entsprechenden Ausdruck für 7'(1) giebt 


die Formel von G@aufs 


1.2.2.0: 
!'(a) = lim. BAM, 


a(a+1)(a+2)...(at-n—1) 
Auf gleiche Weise läfst sich die Formel für (a) mittelst Gleichung (16.) 
umformen. Man hat nämlich 





1 


I=x FR 
w(a) = logI/Ig;“' 
= 
und nach Gleichung (16.) 
N 1 
 — — log/1gR x Be 
a ) 


Die beiden Gleichungen von einander abgezogen geben 


1 


1 game 
v(a)-+ ne == 05 Tg Hı — y(a-+1), ‚ 
2) j 
. “ Bi [ . ‘d; 7} 
wenn g; die ihm früher beigelegte Bedeutung hat und folglich HT ist. 
i 


Nach n Transformationen hat man 





1 
1 1 1 I=X — 
a A ia da MA — wlatn) 
ar TE a+1 | a+tn—l = loglIg; rer). 
Für na —= »w redueirt sich das Product auf sein erstes Glied y”—=«a-+n und 
die vorstehende Gleichung verwandelt sich in die von Gau/s gegebene Formel 
| 1 1 1 | 
(a lim. (log an) — — — —— — ): 
Fe Ku a a+l a+n—1 | 


9. Die hier betrachteten Producte lassen noch eine andere Trans- 
formation zu, welche die Exponenten der einzelnen Glieder ändert und die 
Producte etwas schneller PER macht. Denn da | 


1 | 


". In 1 I=xX 
I(a)—=Ce" a” ZA und = «al; 


so erhält man durch Division beider Gleichungen 


im» —1 





(20.) I (0) = =— (e- (@a+1) a'!II rn, 


i=1 





























Bauer, von den Gammafunctionen u. einer besonderen Art v. Produeten. 269 


Setzt man in dieser Gleichung «-+-1 statt a, also auch ©‘ statt Q und dividirt 
2 mit der so erhaltenen Gleichung die Gleichung (20.),. so wird 








"-- mn Kh a+1 u; ee 
u, 21057 oder e=(*I-) 2 0% 


und die RR dieser Gleichung mit Gleichung Pu. ae 


3a+z X 
21) Ta) = Cell 


A nn ) 
adet! 0; 





Man sieht, wie man so weiter fortschreiten und /'a) durch ein Pro- 
duct darstellen könnte, in welchem die Glieder Exponenten von der Form 


1.2.3...n 
/O-F1)...(eEn) haben. 


Dieselbe Transformation läfst sich auch auf die Producte in (11.) 


und (16.) anwenden, welche e”‘® und e “ darstellen. 
10. Es bleibt nun noch zu zeigen, wie aus dem für 7'(a) gefundenen 





Ausdruck sich log/'(a) in eine Reihe nach Potenzen von u entwickeln läfst. 
Ersetzen wir in der aus Gleichung (12.) für log/'(a) sich ergebenden 


Reihe allgemein log(«--n) durch loga--log (1 -- —); so erhält man 


log !'(a) 
— log C+aloga—a+= — [a— (} Xa+1)+ (3)(a+2)— . +(a+) |1oga 
+3 Hl- —(SXa+1)l0g(14+)+(3Ka+Dlog(1+ Z)- +]; 


Nun ist aber für jedes ©, von 2—=1 an, 


e 1-O+W-O+6)- 


und ferner, wenn m eine ganze positive Zahl bezeichnet, 


 Or-de+r--tr 0 


so oft 2>m ist. Vermöge dieser Gleichungen reducirt sich die erste Summe 
auf das Glied, das 2= 1 entspricht, und dieses auf — #log.a. 
Die zweite Summe zerlegt sich in 


2 Diet) +] 
are BIHELIE ERBETEN ENDE 


Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 3. 35 
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Entwickelt man nun die einzelnen Logarithmen in Reihen nach Potenzen von 
i 


—, wobei freilich die Convergenz verloren geht, so wird mit Berücksichtigung 
der Relation (b.) die erste dieser Summen 
en m i—m- ar 1 rt ) ] 
u A in  ; m+1_ m+1 $ U ee 
7 mu (m-+ 1) a” 3 | Fr (j ) +6 h -@) 


und die zweite 


ET L-O Het] 


u I ut 








Fassen wir dies Alles zusammen und bemerken zugleich, dafs 


logC —= logy2re — logy2rı-} 


ist, so kommt 
er | ra SZ NrEn 1 
(*?.) logI(a) = logy2r + (a— 4)loga — = m(m+1) a” 





wo 
i=m+1 A a F 
rl -Oer4@et-+-] 
geselzt ist. 
Vergleicht man diese Entwicklung mit der Störlöngschen Formel für 
log(1.2.3...a), so sieht man erstens, dafs E„= 0 sein muls, so oft m eine 
gerade Zahl ist. Bezeichnen wir ferner mit B,, B;, B,,... B,„-ı die 
u n"“ Bernoullische Zahl, so mufs E,= (—1)"'"’B,, sein, 
wenn »n eine We Zahl ist. 
11. Andere, wie ich glaube, neue Relationen und independente Aus- 


drücke für die Bernoullischen Zahlen erhält man durch die Entwicklung von 
log 7a) aus den in Nr.9 gegebenen Formeln. So findet man, dafs die 


Summen 


2 (( irn arr+ldart—+ +); 


| 


ze a 


e TER, (dr er) he -]; 
Sal DICH len te]4m-4 | 











[rer 4-] 
+2+m—2"” (2 — m) 


i=ı til) (i+2) (+3) 


RR, 





3 er Zi Ze 
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u. a. m. sämmtlich = 0 sind, wenn m gerade, und 
— (—1j"VB,, wenn m ungerade. 


Diese Relationen lassen sich noch etwas einfacher ausdrücken. Setzen wir 


7er = am 


eine Gröfse, welche vermöge der Relation (b.) auch — 0 ist. wenn # > m, 
so lassen sich obige Relationen auch auf folgende Art schreiben 
u 








7 N) 
z " 
ft —=(, wenn m gerade. 
Nm > 

ri u = = 

ı=m 1. 2 (m) en 1 im) ‚a 
EZ -——— NY) Im— 1 —=(—I1) m; Wenn m un- 
i—ı (0 i0+2) . 

gerade. 

ızm—1 en j 2 3 

> Ne) 22 1 9n—2” (4 —m) | 


u Mira) dr e 
Aus der Verbindung dieser Formeln folgt sodann, dafs für jede ganze Zahl m 
ızm+1 


N) — Od. 


z—1 


I 

im 4 

Pa u Be, 

i=mm—1 

>> N) — 14 m.2”'— 2” 

Femi Ken i +1 1 
u. a. dgl. Die hier gegebenen Ausdrücke für die Bernoullischen Zahlen 
sind für die Berechnung derselben weniger bequem als die von Laplace und 
Scherk aufgestellten; sie scheinen mir aber insofern bemerkenswerth, als sie 


mittelst der Gröfse N”) zusammengesetzt sind, welche in der Analyse sich 


öfter darbietet. 

12. Was den Rest der semiconvergenten Reihe in (22.) betrifft, so 
möchte aus der Entwicklung in Nr. 10 nicht leicht ein einfacher Ausdruck für 
denselben zu ermitteln sein. Herr Lipschitz gab in der im Eingang erwähn- 
ten Abhandlung den genauen Rest der Reihe, wenn man dieselbe nach dem 


j Ban - 1 
n—1 2n—1 
Gliede ( 1) (an —1)2n ad! 


(—1 yr, 2 2 ‚on e—ay 


(—1)}"k, = (Ant u r = 
Pie 4 





abbricht, in der Form 





öy. 








0 
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Ich gelangte schon vor langer Zeit auf anderem Wege zu der einfacheren Form 


2 log 1— e?rax ) 


‘ —1 
(23.) R, na > 1+2° a” or, 


welche sich übrigens auch sogleich aus der von Herrn Zapschitz gegebenen 
Form herleiten läfst. Es reicht hin in derselben 2r.2r an die Stelle von y 


zu setzen, wodurch die Ausführung der Summation ermöglicht wird. Der Rest 


._ . . ., . Banzı 1 
R, ist, wie Herr Lipschitz schon bemerkte, kleiner als OnIen 2) ar 








Dies läfst sich auch leicht aus der Form (23.) des Restes nachweisen. Ist 
nämlich 2 eine ganze Zahl, so ist 


» X 
1.32.3...00 
—5XxX .2n ’ ° 
era" ür ee —n 





folglich 
SEEECR % 1 


If Cr ür u 1.2.3...2n2— == HB: 


n 
se 0 


Zweimalige theilweise Integration aber giebt 


ER a 2n(2n —1 u 
s/ .— ce” 0rX —— ( ) e SX cr? Or, 
( 0 


Ss 





(0) 


und hierdurch geht die letzte Gleichung in folgende über 


sn X e (2r)?” 
= J era Or ? 2n(2n —1) B..-ı 


$ 











s=1 
oder 
"le1-—e)arör — —1 u; SR 
und folglich auch 
(24.) IS gi ee) a” 02 —= Ss; _ i 


v) 


Dieses Integral ist aber offenbar gröfser als das in (23.), welches den 
numerischen Werth des Restes darstellt. 


München, im Juli 1859. 
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Demonstration d’un theoreme de Jacobi par rapport 
au probleme de Pfaff. 


(Par M. A. Cayley.) 





Mans le memoire de Jacobi „Theoria novi multiplicatoris ete.” 
(t. XXIX de ce Journal, 1845) on trouve p. 253 le passage que voici: 
„Methodum ad solvendum problema Pfaffianum ab ipso auctore adhibitam, 
data occasione observo per plures et altiores procedere integraliones quam 
methodus vera et genuina poscat. Quam novaı melhodum pro exemplo sim- 
plice explicabo.. Ad aequalionem differentialem 


A,dac, + A,dr, + A,dr,-+ X,dı, = 0 


per duas aequationes integrandam poseit Pfaffiana methodus .... integralionem 
completam systemalis trium aequalionum differentialium primi ordinis inter 
quatuor variabiles ac deinde unius aequationis differentialis primi ordinis inter 
duas variabiles. Illius igitur systematis Integrali uno invento, secundum illam 
methodum restat integratio completa duarum aequationum differentialium primi 
ordinis inter tres variabiles sive unius aequationis differentialis secundi ordinis 
inter duas variabiles ac deinde aequationis differentialis primi ordinis inter 
duas variabiles. At observo si integrali illo invento exprimatur x, per 
Ci, La, 7;, aequalionem differentialem propositam abire in aliam linearem 
primi ordinis inter tres variabiles condition? integrabilitatis satisfacientem ; 
cujus integrationem vidimus (voir p. 246) absolvi posse per integrationes 
separatas duarum aequationum differentialium primi ordinis inter duas variabiles. 
Unde in locum aequationis differentialis secundi ordinis, tantum integrandae 
sunt duae aequationes differentiales separatae primi ordinis, quae est reductio 
maxime insignis; integrationi autem aequationis differentialis primi ordinis 
postremo praestandae omnino supersedetur. Tractalio hujus rei gravissimae 
completa ac generalis alii commentationi reservanda est.” Le theoreme dont 
il s’agit est enonce dans les mots „conditioni integrabilitatis satisfacientem”, 
mais j’ai cit@ le passage en entier pour montrer l’imporlance qu’a bon dreit 
Jacobi attachait a la theorie dont ce theor&me fait partie. On sait que le 
probleme de la solution d’une &@quation ä differences partielles du premier 
ordre n’est qu’un cas particulier du probleme de Pfaff et que la solution des 
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“quations differentielles de la Dynamique et celle d’autres systemes est in- 
iimement liece avec la question de la solution de ce cas particulier: le pro- 
bleme de Pfaff est ainsi de la plus haute importance dans l’analyse. Jacobi 
a parle autre part d’un m&moire sur la mecanique analytique dont il s’est 
beaucoup occupe, lequel aurait naturellement des rapports avec celui -la: 
malheureusement ni l’un ni l’autre de ces memoires n’ont paru. 


Pour demontrer le theoreme, considerons l’expression differentielle 

v= A,de -+ A,da,+ A;,dr;-- A,dı,. 
En supposant que a = Y(X,,%,, 7;, x,) soit une integrale des &quations dil- 
ferentielles de Pfaff, si au moyen de celte @qualion on exprime x, en fonclion 
de (2,. 25,23, 4) l’expression V prendra la forme 

V= Yıdr + Y.dr, + Y,da, + Ada 
et il s’agit de faire voir que l’equation 

Yıdr, + Yıdıy, + Y;,dx, — 0 

a laquelle VÄ,—=0 se reduit, lorsqu’on fait «= Constlante, sera integrable au 
moyen d’un facteur, ou autrement dit, que l’expression Y,dr, 4 Y;dır,+Y;de; 
sera de la forme Udu, c. a d. qwil existe une quantit&  fonction de 
Dis Cs 23, A, telle qu’en trailant @ comme une constante on a 


Y,dı, + Y.dı,- Y,dr, — Udu. 





: ; du 
Ainsi dans cette formule dw denote — dr, + 


du du s 
dx, + ——dr,, et si Pon 
da, Ir, 0, 


( 


1 du 
veut regarder a comme variable il faudrait y ecrire du— —— da au lieu de 


bl a Zr du ii 
du; on aurait ainsi V,—= U (du— Z- da) Ada, ou en changeant la signi- 
fication de A, V= A,da, + A,da,-+A,dr, 4X, de, — Udu+ Ada, oü u, a 
et de möme U, A, seront des fonctions donnees de 2,, 2%, I, 74; est 


en effet la forme a laquelle dans le probleme de Pfaff il s’agit de reduire 
l’expression differentielle V. 


Or les equations differentielles de Pfaff sont le systeme que voici, 
savoir en ecrivanl 








AN dA, 
12 = u oe etc. 
ce qui impligue 12—= — 21, 11=(, etc., et en introduisant la variable 


auxiliaire 7, qui doit &tre elimindge, le systeme est 
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0 = A,dır, + A,dı,-+ A,dı,-+ A,d«, 
A,dt ® 12 dr, + 13 dr; 4 14dır, 
A, dt ld, * +23dr, + 24der, 
A, dt 31dr, + 32dr;, * + 3dde, 
A,dt = 4ldı, + 42 dı, +43 dı, # 
lequel ne contient que quatre equations independentes. On donne ä ce systeme 
une forme plus symetrique en &crivant x, au lieu de /, et en y meltant de plus 


\ 


| 


| 


A, = 01 = —iOete. 
les equalions deviennent par ce moyen 
0 = * 01 dr, +02 dır, 4 Oddr, + Odd, 
0 = 10dz, * +12d,+13dr,+ 14dı, 
0 = Wdr, + 21de, * +23de; + 24de, 
0 = 30dr, +31dr, +32dr; * + 3Adı, 


0 = 40dre,+41dr, +42 dr, +43dr; % 
et on deduit delä 
dz,:dr,:dx,:de,:de, = 1234:2340 :3401:4012:0123 
ou 1234 etc. sont les fonctlions de Jacob: que j’ai nommees „Pfaffiens” 


savoir on a 
1234 = 12.34--13.42 --14.23 


2340 — 23.40 24.03-20.34 — * — N80 I42- 2,28 
3401 — 34.01430.144+31.40 = X34 * +X4-+4X13 
4012 = 40.12441.20442.1 = - K4—X4 * —X12 
0123 = 01.23402.31498.12 = X3+X1-+1X12 * 


Cette transformation se trouve en eflet dans le memoire de Jacob: „Ueber 
die Pfaffsche Methode etc.” (t. II de ce Journal p. 347 et suivanles, 1827). 
ou cependant Jacobi ne s’est pas servi de l’algorithme X, = 01 —= — 10 etc. 
au moyen duquel la forme de la solution devient si simple. 


Faisons attention a present aA ce que l’equation 
a = p(Iı, Tr, 05, 7) 
est supposee etre une integrale des eEquations differentielles. On en deduil 
d’abord 2, = fonc.(2,,%,,%;, a) et de la en traitant « comme constante 


ER. ? dx, dx, 
dr, == dr, rt dr, dır, + Frage 
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equation qui doit Etre satisfaite par les valeurs qu’on vient de trouver pour 
dxe,:dr,:da;:dx,, et qui par consequeni donne: 


0 — 0123 _ 2340 — "3401 — Tr 4012. 


da, da, da, 











En y substituant pour 0123 etc. leurs valeurs, modifiees en sorte que tous les 
termes deviennent positifs (ce qui se fait ä l’aide des relations 12= —21 etc.) 
on trouve 


dx, ( . X,34-4 X,42 4X, 23) 


dx, 


+(X43  * +%144 X,31) i 


da, 








‚ ds, {fv , 
12 (X24+X%41 * +X,12) 


+ (2413 +1 * ) 


equation aux differences partielles a laquelle salisfait la variable x,, lorsqu’au 
moyen de l’equation a=Y(X,, X, X,, 7,) (qui est une integrale des &quations 
differentielles de Pfaff) elle est donnee en fonction de &,, &2, 23. Nous 
allons voir que c’est cette derniere @quation, dans laquelle est contenu le 
Iheoreme dont la demonstration fait l’objet de cette note. En effet l’ex- 
pression differentielle 

V= Ads + A,do,+ A,dı;,-+ A,de, 
ayant ei&e transformee en 

V,= Yıdı, + Y,dı,- Y,dr,-+ Ada 


par la substitution de « au lieu de z,, il s’en suit qu’on a les relations: 











WE K+KZ 
u - 
A A Ku 
A= Zi; 


la variable x, contenue dans les quantites Ä,, Ä,, X;,, X, doit ätre rem- 
placee par son expression en fonction de z,, 73, X, 4. 
Cela pose, la condition pour que l’equation 


Y,dz,-+ Y.dr,+ Y,dr, = 0 





Cayley, sur le probleme de Pfaf]. 277 


soit intögrable par un facteur &lant designee par 
u == 0, 
on sail que 


Z— re 'E NE ıY ( u, rn -) 


'f7? da, dı, dır. | da 








Mais d’apres les relations que l’on vient d’et ablir on a 


























dy, dA, , dÄ, dı AX dA, de,\de, Ur, 
— dA, dA de, (AN. A, de da, gl 
dx, BE, 7 U BER "U, ET ER, dı,dx, 
dY, ur dAX\, | ER, , , 4 | d n dr, ya LX da u 
ds, da ' de, ds, L dz, !' ds, da,’/ds, ' "da,de, 


d’ou Fon tire 


“er, HE, dx, | dr, 
de, da 23 da, 43 d.r, 








et on !rouve de mäme 











, n 
a — 3143402 418 
da, dx, 3 dx, 
BE, BE dr, „dx, 
de, de 12714 dx, ' “ dı, 


) as , dx, 
donc en ajoutant ces @quations apres les avoir multiplices par A, + A, ——. 


da, 
Be 2 l. 
K+X,,: + 
vn 








dr, dx, 
A les termes qui contiennent les produits „etc. 
dr. dx, dr, 


se detruisent, et l’on obtient l’equation finale 


ml * X,34+ X,424 X,23) 








da, 
2 a . 
+2 «(X43 * 4+X%144X,31) 


a 
+ (X244 X4 * +X,12) 


1 (KR .) 


dont la seconde partie s’&vanouit comme il a et demontre ci-dessus. Par 
consequent la condition d’integrabiliie Z=0 se trouve remplie, ce quil 
s’agissait de prouver. 

Londres, 3 septembre 1859. 
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Ueber den Grad der abwickelbaren Fläche, die einer 


Fläche m” Ordnung doppelt umschrieben ist. 
(Von Herrn Joh. Nik. Bischof] in München.) 





Es: seien 
U) f=h 1 Sfn-ı 78° AR | 2 "=, 
2.) 9=9+sMmAats mat "ts" 0 
die Gleichungen zweier Flächen m'” und ner le 
Läfst man längs des Durchschnittes von (1.) und (2.) eine Berühr- 
ebene der ersten Fläche hingleiten, so wird eine abwickelbare Fläche er- 
zeugl, deren Gleichung das Ergebnifs der Elimination von x, y, 2 aus (1.), 
(2.) und den Gleichungen: 


SE. 6) 
er ta ttzt th 


dı.of , , of ,»A, ir 
de 3, 193, 1°3, 10 Os | = 0 








ist. Setzt man etwa $=n= 
das Verhältnifs von {© zu o und bezeichnet die Differentiationen nach den 


4 Veränderlichen durch Indices, die den Buchstaben f, g angehängt werden, 


so ergiebt sich 





pı fr p; Yyı & 9 0 
v=ıfı f: = Rh 
Khls-hfu Ak Afia-hhs Is Is» Is» ß 








fa fa fa fi 
oder unter Anwendung des bekannten Theorems der homogenen Functionen 
und mit Berücksichtigung der Gleichungen f=0, g=0: 

fı Pr Ps Pa 
ee Ai 
fıs [IE ls fs 
fıs fa Pa: [# 
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Man schliefst hieraus, dafs die Ordnung der abwickelbaren Fläche 

die mn(3m-+-n— 6)" ist. 
Da der abwickelbaren Fläche im Allgemeinen keine Wendungsberührebene 
zukommen kann, weil sonst eine Berührebene der Fläche (1.) zugleich 
Krümmungsebene des Durchschnittes von (1.) und (2.) sein mülste, so folgt. 
dafs, wenn g die Ordnung, % die Klasse der abwickelbaren Fläche, d und r 
die Ordnungen ihrer Doppellinie und Rückkehreurve bedeuten, man die Be- 
ziehungen hat: 
Bw. (< 2 nn: “x 
— mn (3m--n—6), 


— mn(m —1), 


\ 


4m’ n’ (3m --n — 6)? — mn (In 11m — 26), 


SS > 


— dmn (?m-+n—). 


Die Herren Salmon und Schläfi haben ersterer in den Trans- 
actions of the Irish Academy vol. 23, p. 464 ete., letzterer im Quarteriy 
Journal of Mathematics vol. 1, p. 64 und 65 als Ort derjenigen Punkte einer 
Fläche »»““” Ordnung, deren Berührebenen letztere mit Rückkehrpunkt schnei- 
den, eine Curve & von der Ordnung r— 4dm(m— 2) gefunden und als Ort 
derjenigen Punkte, deren Berührebenenschnitt zwei Doppelpunkte zukommen. 
eine Curve D von der Ordnung © = m(m — 2) (m? — m’ — m — 12), 

Die Berührebenen der Fläche (1.) längs der Curve A umhüllen eine 
abwickelbare Fläche R, von welcher (1.) osceulirt wird. Nach dem Vorher- 
gehenden ist der Grad von R: 283m(m—2)'. Dieser Grad kann sich nur 
dann erniedrigen, wenn längs der Curve # zwei auf einander folgende Be- 
rührebenen von (1.) zusammenfallen oder wenn eine Berührebene von (1.) 
zugleich Krümmungsebene von #2 wird. Nach Herrn Salmons Bestimmung 
ist der Grad von R: 

vr = 2m(m — 2) (3m — 4). 
Daher t = 28m (m — 2)’— 2m (m — 2) (3m — 4) = Qm(m — 2) (11m — 24) die 
Anzahl der Berührebenen T von (1.), die zugleich Krümmungsebenen von 
R sind. Die nämliche Anzahl giebt auch Herr Salmon auf direclem Wege. 
Läfst man eine Berührebene der Fläche (1.) längs der Curve D hingleiten, 
so wird die der Fläche (1.) doppelt umschriebene abwickelbare Fläche OD 
erzeugt. Man erhält für ihren doppelten Grad nach dem Vorigen: 


m (m — 2)’ (m? — m’ + m — 9) (m? — m’ + m — 12). 
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Soll sich dieser Grad erniedrigen, so kann es nur dadurch geschehen, dafs 
längs der Curve D auf einander folgende Berührebenen von (1.) zusammen- 
fallen oder dafs Berührebenen von (1.) zugleich Krümmungsebenen von D 
werden. Die Berührungspunkte solcher Ebenen gehören aber nothwendig den 
Curven J und R zugleich an, also ist ihre Anzahl Aan(ın — 2)’m’ — m’ m — 12). 
Diese Anzahl zerfällt nach Herrn Salmon 1) in die Anzahl 
t = 2m(m —?2) (11m — 24) 

derjenigen Punkte, in welchen I von A berührt wird, oder deren Berühr- 
ebenen 3 gemeinschaftliche Krümmungsebenen von PD und R sind und die 
Fläche (1.) in vier auf einander folgenden Punkten berühren, und 2) in die 
Anzahl = dm(m — 2) (m — 3) (m’-+ 3m —16) derjenigen Punkte, in welchen 
D von R einfach geschnitten wird, oder deren Berührebenen 7 blos Krüm- 
mungsebenen von D sind. also die Fläche (1.) in drei auf einander folgenden 
Punkten der Curve D berühren. Durch jede Berührebene T wird der dop- 
pelte Grad von D um 6 und durch jede Berührebene 7' um 3 Einheiten er- 
niedrigt. Daher ist der Grad von D: 


or —= Im(m— 2) (m — 3, m’ + Rn +9, (m? — m? m — 12). 


München. 1859. 
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Zur Theorie der Elastieität. 
(Von Herrn ©. Neumann zu Halle.) 


Es: exisliren bekanntlich zwei Methoden, um die für das Gleichge- 
wicht und die Bewegung eines elastischen Körpers geltenden Differential- 
Gleichungen abzuleiten, von denen die eine von Nawier, die andere von 
Po:isson herrührt. Die erste geht von der Berechnung der Araft aus, welche 
ein einzelnes Molecül des Körpers von allen übrigen Molecülen empfängt, die 
zweite von der Berechnung des Druckes, welchen ein Flächen - Element im 
Innern des Körpers erleidet. Im vorliegenden Aufsatze gebe ich eine dritle 
Methode zur Ableitung dieser Gleichungen; ich bestimme zuerst das Potential 
der auf ein einzelnes Molecül von allen übrigen Molecülen ausgeübten Wirkung ; 
erhalte daraus für das Potential aller, im ganzen Körper stattfindenden, Mo- 
lecular- Wirkungen zusammengenommen ein dreifaches, über den Raum des 
Körpers ausgedehntes, Integral; und gelange dann durch Varialion dieses 


Integrals — in ähnlicher Weise also wie Gaufs in der Theorie der Capil- 
larität — zu den Bedingungs - Gleichungen, welche erfüllt sein müssen, wenn 


sich der elastische Körper unter der Einwirkung äufserer Kräfte im Gleich- 
gewicht befinden soll. 

Die Form, in welcher sich diese Gleichungen hier darstellen, bietet 
für ihre Transformation auf irgend ein orthogonales Flächen - System wesent- 
liche Vortheile; und reducirt (wie ich im zweiten Abschnitte des vorliegenden 
Aufsatzes darlege) die mühsame, von Lame zu diesem Zwecke durchgeführte, 
Rechnung *) zum grofsen Theil auf einfache und übersichtliche Operationen. 

Auf dem hier eingeschlagenen Wege bin ich, wie beiläufig bemerkt 
werden mag, auch zur Transformation der in Rede stehenden Differential - 
Gleichungen auf ein beliebiges anorthogonales Flächen - System gelangt; Iheile 
aber gegenwärlig von dieser Untersuchung nur denjenigen Abschnitt mit, 
welcher sich der Transformation auf ein orthogonales Flächen-System unmittel- 


bar anschliefst. 





*) Journal de Math. p. p. Liouville. T.V. P. 313—T. VI. P. 37. 
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Erster Abschnitt. 


Es wird sich um das Gleichgewicht eines Systems handeln, welches 
aus äufserst vielen, unter einander gleichen Molecülen m, m’, m”... besteht. 
Das Potential der Wirkung, welche zwei derselben m, mn’, während des Ab- 
standes yA, auf einander ausüben, sei = mm'y(R); und p(R) eine Function, 
deren Werthe nur dann merklich sind, wenn 3% zwischen Null und einer sehr 
kleinen Gröfse 0° liegt; so dafs demnach die gegenseitige Einwirkung der 
beiden Molecüle fast vollständig aufhört, sobald ihre Entfernung gröfser als o 
geworden ist. Dieses System von Molecülen wird in zwei verschiedenen Lagen 
betrachtet werden, nämlich, wie ich dieselben nennen werde, einerseits in seiner 
ursprünglichen oder primitiven, andererseits in seiner neuen Lage. 

Während der primitiven Lage sollen die Molecüle gleichlörmig und 
ohne Bevorzugung irgend welcher Richtungen durch den Raum hin vertheilt 
gewesen sein. Ob damals Gleichgewicht herrschte, oder ob es äufserer 
Kräfte bedurft hätte, um die Molecüle während jener Lage festzuhalten, mag 
dahin gestellt bleiben. Die damals vorhandene constante Dichtigkeit soll mit 
4 bezeichnet werden. 

Aus der hierdurch definirten primitiven Lage soll die neue Lage des 

Systems nach Mafsgabe dreier Functionen a, v, w der Argumente x, y, 2 
in der Art abgeleitet sein, dafs irgend ein Molecül, welches ursprünglich die 
Coordinaten x, y, % halte, bei dieser neuen Lage des Systems die Coordinaten 
c+u(0,y,2), y+v(a,y,2), z2+w(r,y,2) besitzt. 
Zugleich bemerke ich, dafs ich den Raum, welchen die Molecüle wäh- 
rend ihrer ursprünglichen Lage erfüllt haben, und die Grenzfläche dieses 
Raumes respeclive den „Raum 0” und die „Fläche @” nennen; ferner, dafs 
ich in analoger Weise die Ausdrücke „Raum 42” und „Fläche 2” für die 
neue Lage des Systems gebrauchen werde; endlich, dafs ich die neuen Coor- 
dinaten der Molecüle mit 5, n, & bezeichnen werde; während, wie bereits 
geschehen, ©, y, 3 die ursprünglichen Coordinaten derselben genannt wer- 
den sollen. 

Die Aufgabe, um welche es sich handelt, ist nun folgende: Y, g, uw, v, w 
sind gegeben, demnach sowohl die von Molecül zu Molecül wirkenden Kräfte 
als auch die oben erwähnten beiden Anordnungen des Systems bekannt. Er- 
mittelt sollen werden die äufsern Kräfte, welche erforderlich sind, um das 


System während seiner neuen Lage im Gleichgewicht zu halten. 
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g. 1. 


Das Potential der Molecular - Kräfte. 


Es seien »n, m’ irgend zwei Molecüle des Systems, x, y, z und x-..a, 


y-+b, z-+e ihre primitiven Coordinaten, «-+6°--€®—=R. Hat irgend eine 


von der räumlichen Anordnung der Molecüle abhängige Gröfse während der 
ursprünglichen Lage des Systems den Werth », so mag der Werth der- 
selben Gröfse während der newen Anordnung des Systems mit p-+ Dp be- 


zeichnet werden. Alsdann ist: 
Dr=u(z,y,2). Dy=v(s,y,2), Dz =w(z,y,z), 
D’x-+a) =u(r-a,y-+b,2--c). D(y-+b) = etc. 
folglich: 
Da=u(zta,y-+b,2-+0)—u(z,y,2), Db=ete. 
mithin näherungsweise: 





Da = wa-+wb--ue, 
di.) Di — va+ıb +v;c, 
De = wa+wb--w;c, 
wenn nämlich der Kürze wegen %,, %, ... %, für a 2 SEFP = ge- 


setzt werden. Ferner wird: 
R=«“.-+b-c, R-+DR= (a+Da)'--..., 


mithin: 


(2) DR = 2a-+Pß°, 


wo: 


9 0 aDa --bDb --cDe, 

(9) 3° = (Da)’- (Db)-- (De). 
Das Potential der Wirkung, welche die beiden Molecüle m, »n’ während der 
neuen Lage des Systems auf einander ausüben, hat den Werth: 

mm'p(R- DR) 
oder, wenn man entwickelt und für DR den Werth (2) substituirt: 
mm {p(R)-+ (2 + P°)y (RB) + 32a PÜpR)+ 
oder näherungsweise: 
mn {p(R)-+ 2a gy'(R)-+ Ay (R)+ Rey" RB). 

Bezeichnet man daher mit 2n% das Potential der Gesammtwirkung, welche m 
von allen übrigen Molecülen empfängt, so ist: 


2m%5 = mZm' {p(R)-+ Ray (R)+P’p(R)+2egp"(R)}. 
37 * 


\ 
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die Summalion ausgedehnt über alle auf »» einwirkenden Molecüle m’; oder, 
wenn man für «@ und 5° die aus (1.) und (3.) folgenden Werthe substituirt: 


(4.) 2m = 
gRr)-+2y R)[ua-+vb°’4 w,c4-(v;4 w,)be--(w, + w,)ca-(w,-+v,)ab] 
mm +2" B)[ud-+ 0b’ + w,cC’-(v;--um)be-+-(w,-u,)ca+(w-tv, jet 


+ PR mat bt we" ara} 04230" 4a-} w.b4} w,e)] 


Denkt man sich die hier angedeutete Summalion ausgeführt, so erhält man 
für das Potential 22% einen aus Potenzen und Producten der 9 Gröfsen 
U, Urn... 20, zusammengeselzien Ausdruck. Dabei ergeben sich für die 
Coefliecienten mÜ dieses Ausdrucks Formeln von folgender Art: 
mÜ — mm fiR)abic, 
Formeln, welche ihre Interpretation in der primitiven Anordnung des Systems 
finden. Bedeuten nämlich M, M’ die Punkte des Raumes, in welchen sich 
die Molecüle »n, zn’ während jener Anordnung des Systems befunden haben, 
so sind in diesen Formeln unter «, db, ce die Projectionen der Linie MM’ 
auf die Coordinalen- Achsen und unter #2 das Quadrat derselben zu ver- 
stehen. Die in den Formeln auszuführende Summation I kann auf diejenigen 
Punkte M’ beschränkt bleiben, welche innerhalb einer, mit dem Radius o 
um #7 beschriebenen, Kugel liegen, weil die durch f(#) repräsentirten Funclio- 
nen pr), p (BR). y’(R), der Vorausselzung gemäls, verschwinden, sobald 
Ro ist. Es folgt daraus, mit Rücksicht auf den isotropen Character der 
primiliven Anordnung, dafs die Coelficienten m C denselben Werth behalten, 
so lange man bei Molecülen »» bleibt, für welche die eben erwähnte Kugel 
vollständig in das Innere des Systems fällt, dagegen variiren werden, sobald 
man zu Molecülen »r» übergeht, für welche ein Theil dieser Kugel aufserhalb 
der Grenze des Systems liegt; dafs demnach diese Coefficienten von den 
primitiven Coordinaten ©, y, & des Molecüls m abhängen, nämlich Funclio- 
nen von x, y, & sind, deren Werthe constant bleiben, so lange der Abstand 
des Punktes (x,y,x) von der primitliven Grenze des Systems gröfser als o 
ist. deren Werthe aber zu variiren beginnen, sobald der genannte Abstand 


geringer wird. 


Bezeichnet man mit 2mF' den mit constanten Coefficienten versehenen 
Ausdruck, in welchen sich der allgemeine Werth 25 des Potentials für im 
Innern liegende Molecüle »2 verwandelt, so ergiebt sich leicht aus (4.): 
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2F = H+2K(u 40-4 w)+3kW +04 103) 2k(vw;, + wu, 4 u,0,) 
+kl( +) + (we +’, +0))- Ku titten t wit) 
oder, anders geordnet: 
2F = H-?2Klu +0 +w] + (N -+ 3) [u +0,-w,] 
+(K-+ Ale — w.)’-+ (w, — w)’+ (1 — vı)'] 
+(2K + 4A) [(v, 0, — 0, w;) 4- (w, u, — 0, u) + (0,0, — u v,)] 
oder, wie ich diesen Ausdruck abkürzend bezeichnen werde: 
5.) 2#= H+2K0--(K-+3k) + (K+Kk)T-+(2K-+4k)A. 
wo H, K, %k folgende Bedeutungen haben: 
nl — mn p(R) 
| mE. — ın&m' y' (R)a’ = mm’ y' (R)b? —= mm’ y' (R) ec’ 
m — 2m>m' p"(R)a* — etc. 
mk —= AmZ&ın' y"(R)b’ ce’ — etc. 
überall die Summalion > auf eine volle Kugel vom Radius o ausgedehnt. 
Die Werthe der Constanten FH, XK, k sind, wie hieraus folgt, erstens von 
der Beschaffenheit der Function g und zweitens von der Gröfse desjenigen 
Molecular- Abstandes abhängig, welchen das System während seiner primiliven 


Lage besafs. 

Vorläufig werde ich von dem Ausdruck 22 F' keinen Gebrauch machen. 
sondern mit dem allgemein gültigen, obwohl unbekannten, Werthe 2m des 
Potentials operiren. Bezeichnet man das Potential sämmtlicher in dem gan- 
zen System von Molecül zu Molecül ausgeübten Wirkungen mit J, so ist. 
wie sich leicht ergiebt: 

J—=122m5 = ZEmS, 


die Summation über das ganze System hin ausgedehnt; oder näherungsweise: 


6) J=g ///5 dx dy dz, 


wo g die primilive Dichtigkeit des Systems bezeichnet, und wo sich die 
Integration über alle Volumelemente dx dy dz des Raumes © erstreckt. 


S. 2. 


Das virtuelle Moment der Molecular-Kräfte. 


Sind dw, dv, dw unendlich kleine Incremente der Functionen w, v, w 
und d.J das correspondirende Increment des ebengefundenen Potentials, so 
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stellt dieses d.J das virtuelle Moment der Molecular-Kräfte in Bezug auf die 
durch du, dv, dw repräsentirte unendlich geringe Verschiebung des Systems 
dar. Mit Rücksicht darauf, dafs die Grenzen des Integrals J, so wie die 
darin enthaltenen Coordinaten x, y, z& der primiliven Lage des Systems an- 
gehörig, demnach von den Funclionen w, ©, w unabhängig sind, ergiebt sich 
sooleich : 


a) Jg //5 dx dy dz. 
Setzt man nun dJJ—=0d,J-+0,J+0,J, so wird: 


oJ = IHRE du, + 2 du; + du,) de dy dz, 
oder: 


“* u 28,8, IB yyardyde 
N NG: KRITERIEN 


-- einem Doppel - Integral. 





wo sich das dreifache Integral über den Inhalt, das Doppel-Integral über die 
Oberfläche des Raumes © erstreckt. 

Es wird erforderlich sein, das virtuelle Moment dJ der Molecular- 
Kräfte durch Integrale darzustellen, welche sich auf den Raum “2 beziehen, 
nämlich auf denjenigen Raum, welchen die Molecüle während ihrer neuen 
Lage erfüllen. Man kann zu dieser Darstellung entweder dadurch gelangen, 
dafs man den in (8.) für d,J erhaltenen Werth sowie die analogen Werthe 
von 0,J und d,,J transformirt; oder dadurch, dafs man die Transformation 
schon in der Formel (7.) vornimmt. Letzterer Weg führt leichter zum Ziele. 
Führt man an Stelle der primitiven Coordinaten x, y, & die mit diesen 
durch die Gleichungen 

S=r-+tu(r,y,2). n=y-+tv(z,y,2), =2-4w(2,y,2) 

verbundenen neuen eine &, n, € ein, so verwandelt sich der in (7.) 
für 0J gegebene Ausdruck in folgenden: 


nr off IE V dsdnd, 


wo nämlich V die von 2, y, x nach $, n, © genommene Functional -Deter- 
minante vorstellt, und wo gegenwärtig die Integration über den Raum 42 aus- 


gedehnt ist, Hieraus ergiebt sich: 


oJ = AHRE: du, =S rk nn ön,) V dsdy dL, 
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oder, wenn man für dw,, dw,. du, die Werthe: 
odu du HE , du on | odu [24 








du = — i 4 
z OX 273 Er on dx 1 Or’ 
Ö \ 
EURER odu 2> odu 08 Tau odu on f du & 
’ Oy dE y On oy ' && dy’ 
h °H) Ö ) SI 
Das SEE ae 2du 85 | du on |, Odu 4 
023 0% 02 |! On 92 |! & 9 


einselzt, und gleichzeitig die Abkürzungen: 


e. 05, 08.05 |, 808 voyu 
ou, 05T On, oy | du, 02 nie 








A My — u 
ou, dx | On, tr ou, Tr EN 


O5, BE, 68 &), 


9) 
l — 


— --— — 


ou, 0x |! Ow,Oy |! du,02 


eintreten läfst: 
odu 16 Zu OÖUuN ;- > 
ISSUE HUF NT) de 


und nunmehr durch bekannte te 


9 ng : bl 
(3 - 4 5 ) du ds dr d£ 
on '& 


— ur Di cos(v, 2)-+-U,cos(v,y)-+-Q,cos(v,2)) du de, 


die Oberfläche des 














(9.) oJ = 





wo das erste Integral über den Inhalt, das zweite über 
Raumes 2 ausgedehnt ist, und » die auf einem Element do jener Oberfläche 


nach Innen errichtete Normale vorstellt. 
Uebrigens ergiebt sich aus der Vergleichung der in (8.) und (9.) für 


0,9 gefundenen Werthe leicht: 


i U, U, MM IH, a 
FI win +5 ernten tnn): 


eine Formel, welche sich auch direct ohne Mühe beweisen läfst. und von 


welcher ich später Gebrauch machen werde. 





$. 3. 


Das virtuelle Moment der äufsern Kräfte. 


Es mögen nun äufsere Kräfte angenommen werden, welche auf das 
System während seiner neuen Lage einwirken; und zwar Kräfte von zwei- 
facher Art, nämlich erstens Kräfte O, deren Gebiet sich über den ganzen 
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Raum 2 hin erstreckt, und zweitens Kräfte P, deren Wirkung auf die der 
Fläche (2 nahen Molecüle beschränkt ist. 

Bezeichnet man mit D,(a,b,c), D,(a,b,c), D;(a,b,c) die Componenten 
der Wirkung, welche die ersteren Kräfte auf die in irgend einem Punkte 
(a,b,e) eoncentrirle Massen -Einheit hervorbringen; und beachtet man, dafs 
ein ursprünglich im Orte (x,y,2) befindlich gewesenes Molecül »» gegenwärtig 
den Ort (@-+-w,y-v, 2-w) inne hat: so ergiebt sich für das virtuelle 
Moment der auf m ausgeübten Wirkung folgender Ausdruck: 


m|D,(c-+u,y-+v, z+w)du+.-}, 
mithin für das virtuelle Moment sämmtlicher, auf das ganze System von den 
Kräften D ausgeüblen Wirkungen folgendes, über den Raum © ausgedehnte 
Integral: 


afff: D,at+u,y4+v,2-w)dut..Ndedydz 


oder auch, wenn man &, n, & an Stelle von x, y, x einführt, folgendes, über 
den Raum 2 ausgedehnte Integral: 


(10.) ufff‘ D,(5,7,C)du +... Vdsdndl. 

Bezeichnet man ferner, was die Kräfte ® anbelangt, wenn dw ein 
Element der Fläche 2 ist, &, n, & die Coordinaten desselben sind und m ir- 
gend ein Moleeül innerhalb des über dw als Basis construirten Cylinders vor- 
stellt, die Componenten der von jenen Kräften auf alle » hervorgebrachten 
Gesammtwirkung mit do.®P, (5, 7,&), dw.P;($, 7, &), dw.P;(S,n,{); so ergiebt 
sich für das virtuelle Moment sämmtlicher, auf das ganze System von den 
Kräften P ausgeübten, Wirkungen folgendes über die Fläche 42 ausgedehnte 
Integral: 


(11.) Hi P, (57, E)du-t ...Ido, 


in welchem, ebenso wie in (9.) und (10.), du, dv, dw die Variation der- 
jenigen Exeursion %, v, w darstellen, welche das gegenwärtig im Punkte ($,7,&) 
befindliche Molecül beim Uebergange aus seiner ursprünglichen in seine neue 
Lage vollführt hat. 

Die Addition der Formeln (10.) und (11.) giebt schliefslich für das 
virtuelle Moment aller äufseren Kräfte folgenden Ausdruck: 


(12.) f, fyS.du 19,001 0,dw) Vdsdn ac+// Yu 19,00 1 9,dw) dw, 


wo zur Abkürzung O, und 9, für DQ,(&,n,{) und P,(5,7,{) gesetzt sind. 
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S. 4. 


Bestimmung der, zum Gleichgewicht erforderlichen, äufseren Kräfte. 


Soll sich nun das System während seiner neuen Lage im Gleichgewicht 
befinden, so müssen die Kräfte DO und P so gewählt werden, dafs das, für 
diese Lage und in Bezug auf sämmtliche innere und äufsere Kräfte gebildete, 
virtuelle Moment (nach (6.) und (12.)): 


II 4 /ff > du+D,0d0v+D,0w) V dSdndZ +S/ 8: du--9,dv--P; dw) dw 


für beliebige unendlich kleine Verschiebungen dw, dv, dw verschwindet. 
Hieraus ergeben sich, mit Rücksicht auf den in (9.) zum Theil entwickelten 


Werth von d.J, sechs Gleichungen, von welchen zwei lauten: 


' oE on Ö6 ' 


Pıdo = y(A,cos(v, 2) +X,cos(v, y)+Q,;cos(v, z)) do, 
die übrigen diesen analog sind. Das Resultat, zu welchem wir hiermit ge- 





(13.) 


langt sind, läfst sich folgendermafsen aussprechen: 

Soll sich das System während seiner neuen Lage im Gleichgewicht 
befinden, so mufs auf jedes einzelne Molecül m desselben eine äufsere Kraft: 
(14) mDO, tm), mOd-tmi,., mO,;,-H-mi, 
einwirken, wo die O, die in (13.) aufgestellten Ausdrücke sind. und wo 
ferner die A, im Allgemeinen Null sind, nämlich nur für diejenigen Molecüle 
m Werthe besitzen, deren Abstand von der Grenzfläche des Systems sehr 
klein, und zwar noch klein im Vergleich mit der Tragweite o der Molecular- 
kraft is. Die Werthe, welche die A, für diese der Oberfläche sehr nahen 
Molecüle einzeln annehmen, sind bei der eben durchgeführten Untersuchung 
unbekannt geblieben. Ermiltelt sind nur gewisse Summen der A,; nämlich: 


(15) Zmy,=Vıdo, Em, —V,do, Emil, — VP,dw, 


wo dw ein Element der Grenzfläche (2, m irgend ein Molecül innerhalb des 





über dw als Basis construirten Cylinders vorstellt, Z die über alle diese m 
auszudehnende Summation andeutet; und wo die 9, die in (13.) aufgestellten 
Ausdrücke sind. Man nennt bekanntlich die Summen P,dw dieser in der 
Nähe der Oberfläche thätigen Krälte äufsere Druck- Kräfte. 

Zu bemerken ist, dafs die Werthe der DO, und $,, wie die Formeln 
(13.) und (8°.) zeigen, von der Potential-Funclion % abhängen, dafs dem- 
nach die weitere Entwickelung dieser Werthe zu Ausdrücken führen mulfs, 
deren Coefficienten, ebenso wie die in $. 1 untersuchten Coelficienten von 5 
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selbst, Functionen von 7, y, x sind. Wollte man diese Entwickelung aus- 
führen, so würde dazu die Kenntnifs des Werthes von % selbst unumgänglich 
nothwendig sein. 

Ich werde nun aber zeigen, wie man ohne Kenntnifs von %, allein 
auf Grund des (bereits entwickelten) Werthes von F}, die zum Gleichgewicht 
des Systems erforderlichen Kräfte bestimmen kann, sobald man den Druck- 
Kräften ein gröfseres Gebiet einräumt, dieselben nämlich bis zur Tiefe o in 
das System eindringen lälst; und werde hierdurch zu denjenigen Formeln 
gelangen, welche Poisson zuerst aufgestellt hat, also zu Formeln, deren 
Coefficienten durchgängig Constante sind. 

Zu diesem Zwecke müssen die Ausdrücke A,, @, eingeführt werden, 
nämlich diejenigen Ausdrücke, in welche die vermittelst der Formeln (8“.) 
und (13.) definirten A, und D, übergehen, sobald man dort F' an Stelle 
von % setzt; zugleich mag bemerkt werden, dafs für die Differenzen A,— A,) 
und (Q,— Q,) dasselbe gilt, was nach $.1 über den Werth der Differenz 
S5—F) klar ist, dafs nämlich jene Differenzen, ebenso wie diese, für das 
Innere des Systems Null sind, und nur dann Wertbe erhalten, wenn man sich 
der Grenze des Systems bis auf eine Entfernung nähert, die kleiner als @ ist. 

Zerlegt man nun die Werthe (14.) der auf ein Molecül m einwirken- 
den äufseren Kräfte in folgender Weise: 

(16) "D,+m,=mQO +nD— O-tr), mDd:+mh,— eltc., 
so kann man, ebenso wie vorhin die Kräfte %,, gegenwärtig die Kräfte 
D,— 04-4.) als Druck-Kräfte zusammenfassen. Diese neuen Druck-Kräfte 
werden aber bis zur Tiefe o in das System eindringen, weil, allerdings nicht 





die A,, wohl aber die (Q,— @,) bis zu dieser Tiefe hin Werthe besitzen. 
Somit ergiebl sich aus den vorstehenden Formeln (16.), dafs man, um das 
System während seiner neuen Lage im Gleichgewicht zu halten, an Stelle 
der Kräfte O, auch die durch die Ausdrücke @, dargestellten Kräfte anwen- 
den kann, wenn man nur gleichzeitig an Stelle der Druck-Kräfte 9, ebenfalls 
andere und zwar tiefer eindringendere Druck-Kräfte P, treten läfst, nämlich 


diejenigen, welche durch die Formeln 
P, do — Zm(Q, — ©, +4)»  Pıdw = etc. 
oder auch (nach (15.)) durch die Formeln: 
(17) Pıdo = Em(Q, —0©,) +9,do, P,do = ete. 
definirt sind. Hier ist (wie früher) unter do ein Element der Grenzfläche 42, 
unter »r irgend ein Molecül innerhalb des über dw als Basis construirten 
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Cylinders, und unter X die über alle diese m ausgedehnte Summation zu 
verstehen. Uebrigens mufs die Summation bis zur Tiefe o hin ausgedehnt wer- 
den; der Cylinder mufs also bis zu dieser Tiefe hinabreichen, und kann hier 
durch ein mit do paralleles Flächen -Element dw; geschlossen sein. 

Es handelt sich nun darum, P, aus der Formel (17.) vermittelst der 
in (13.) gegebenen Werthe von D,, W), 








OU, O4, , OU, 
va= DE 73 + AP 9 
(18.) = on 05 
Pıdw = y(A,cos/v, 2) + NQ,cos(v, y)-+U;cos (v, z)) dw, 


sowie mit Hülfe des hieraus sich ergebenden Werthes von ®, 








oA, N 0A. | OÖ: 1, 
(19.) v0 = TR Zn ı EJa 


zu berechnen. Man kann in EmD, den Ausdruck DO, als abhängig von 


den primitiven Coordinaten 2, y, x des Molecüls »r betrachten; und erhält 


dann für jene Summe folgenden Werth: 


Zmö, = ff/> dx dy dz, 


die Integration ausgedehnt über denjenigen Raum, welchen die, gegenwärtig 
in dem (über do construirten) Cylinder befindlichen, Molecüle m während 
ihrer ursprünglichen Lage erfüllten; oder, wenn man nunmehr &, n, Z an 
Stelle von x, y, x einführt: 


ZmO, = aff/2 vdsdndi, 


gegenwärtig die Integration über den Cylinder selbst ausgedehnt: oder, wenn 


man für O,V den Werth (18.) gr zug 


End, = ı/// . = + na a) dsdndZ, 


oder endlich durch bekannte ae: 

EmDO, = — qf fiQueos(N, 2)+N,cos(N,y)+Q;cos(N,z)}dO, 
wo dO irgend ein Element der Oberfläche des Cylinders, N die auf dO er- 
richtete, in das Innere des Cylinders laufende, Normale vorstellt, und die 
Integration über die ganze Oberfläche des Cylinders auszudehnen ist, Hieraus 
aber ergiebt sich mit Fortlassung von Gliedern höherer Ordnung: 

EZmöO, = — gQA,cos(v, 2)-+ Q,cos(v, y)+ A;cos (v, z)) dw 
+g(A,cos(v, 2)+X,cos(v, y)+ 2; cos (v, 2)); dw;, 


wo v wieder seine frühere Bedeutung hat, nämlich in beiden Termen die 
38 ’ 
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Richtung der auf 42 construirien, in das Innere des Systems laufenden, Nor- 
male vorstellt, und wo ferner der erste Term die Werthe der A, für das 
Element dw, der zweite dagegen (wie der beigefügte Index © andeuten soll) 
die Werthe derselben für das Element dw, enthält. — In analoger Weise kann 
man den Werth von SQ, vermittelst der Formel (19.) berechnen. Setzt 
man daher abkürzend: 
A,cos(v, 2) + X,cos(v, y)+Q,;cos(v, 2) = N, 
A,cos(v, 2)+4A,cos(v, yJ)+4A;,cos(v,2) = A, 
so wird: 
EmDd, = — yAdvo-gA;dw,, 
Em(, — qAdw-gA;dw, 


und aufserdem nach (18.): 


Pd — yAdw. 
Substituirt man schliefslich diese Werthe in (17.), und beachtet, dafs die 
Werthe von U, U, U, mit denen von A,, A,, A, für das, in einer Tiefe o 
unter der Oberfläche befindliche, Element dw; identisch sind, folglich A; — A; 
ist; so ergiebt sich augenblicklich: 

P, do — yAdw 


das ist: 


P,do — g(A,cos(v, ©) -+ A,cos(v, y)-+ A;cos(v, 3)) dw. 
Beachtet man aufserdem, dafs der in (19.) für @, aufgestellte Werth mit 
Hülfe der Formel (9*.) folgende Gestalt annimmt: 
oO öF oO oF oO OF 
14 


—— — m 


Oy Qu, ! Oz du, ’ 
so ergeben sich für die zum Gleichgewicht des Systems erforderlichen Kräfte 
Q0,, P, folgende Formeln: 


— 


0 = dx du, 


oO öF oO OF oO öF 
9 = dx du, TH ou, 1% ou, 


o oF ,98 oF , 9 OF 
he Ta 3m, TE 


20. en. IR. „ARE IE. AN IR... 
tie Q, = dx dw, L oy ow, T3 ow, ’ 
P,dw = g(A,cos(v, 2) + A,cos(v, y)-+ A,cos(v, 2)) dw, 
P,do = g(B,cos(v, x) + B,cos(v, y)+ B,cos(v, 2)) dw, 
P, do — g(C,cos(v, ©) + C,cos(v, y)-+C;cos(v, 2)) do, 
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wo A,, A,, A, nach (8°) folgende Werthe haben: 
— (zw rDr 2 5“ ou 
m EE ” +3 an 


























(21.) A. — or w 1.8 Ws ..- öF ur, --1))V 
u a Ä or «h )) r 
u1 U; 
1 
Ä y u v, ®, +1 U; 
w, m, w;--1 








und wo unter B,, B,, B, und C,, C,, C, die Ausdrücke zu verstehen sind, 


in welche die vorstehenden, für A,,. A,, A, aufgestellten, sich verwandeln. 
oF 


. OF oF 
sobald man dort die ” und > an Stelle der a setzt. 


S. 5. 


Darstellung der, zum Gleichgewicht erforderlichen, äufseren Kräfte O und P vermiltelst 
einer gewissen Function ®, 


Die für die Kräfte Q,, P, gefundenen Ausdrücke lassen sich in fol- 


sende elegante Form bringen: 
® 

oO 0 o 0» o oO 
9 = dx ou, Te ou, T% ou, ? 
ee 

Or Ov, | Oy Qu, ! 93 &, 

oO o® 0 0P ,02 ee. 
0, = + - — 
(22.) ox ow, | dw, dw, 


NER 





ID dp» ID 
mn 3 um , -\ Be. 
P,duw = IC cos(v,.c)- 0% cos (v,y)— Fu 


( 
P,duo = a(S-005,2)4 2.cos(v,y)- + cos (v ‚2)) dw, 


3 


D ( Ä 
P,duo — (rt 008 (u, y)4 52-605 ,2)) dw, 


wo & von der in (5.) aufgestellten Potential-Function F' noch verschieden 
ist, nämlich zu jener in der Beziehung steht: 


22) P=F-IKA 
und demnach folgenden Werth hat: 








2094 Neumann, zur Theorie der Elasticität. 


(23) 26 = K--2K9-+(K-+3K)9®+(K-K)T+(4K-+4k)A 
W) = u+v-+w;, 


(24.) T (, — 0) +(w — u)” + (u, —v,), 
A —= (vun — dv, 07) + (w, U; — w;U,) + (W,0, — U,D,). 


Aus dem Werthe von 4 ergiebt sich nämlich augenblicklich: 


0o04,0904,08 604 
Eu tn Tu 
und daraus folgt mit Bezug auf (22°), dals in der That die in (22.) für die 
(), aufgestelllen Werthe mit den früheren in (20.) identisch sind. 

Es bleibt demnach nur die Ableitung der für die P, aufgestellten 
Werthe übrig. Zunächst ist nach (21.): 


1 j : 

Age 1+u40+w)+4 = 1+0+4, 

V —- 1— (u + + w;)-+ 2 ——- 1— 0-+- Y, 
wo A, 4 Ausdrücke vorstellen, deren Glieder in Bezug auf die 9 Gröfsen 
U. Ur 2... @, zweiter oder dritter Dimension sind. Dieser Werth V sowie 


der in (5.) für F aufgestellte sind in (21.) einzusetzen, und sodann A,, A,. A, 
zu berechnen. Dabei ist zu beachten, dafs in jenem Werthe von F’ die 


(25.) u ‘ 


/ N OF ni ae a a h 
dritte Dimension und demzufolge in den Fu bereits die zweite Dimension der 
; 


% . fp “> “ [) ® . > ‘ 
Gröfsen %,. %, ... ww, vernachlässigt ist, dafs aber, wie die Formeln (21.) 


« . . . . . oF 
zeigen, ein Fehler zweiter Dimension in den Werthen der > Fehler der- 


selben Dimension in den Werthen der A; hervorruft. Daraus nämlich geht 
hervor, dafs man bei Benutzung des in (5.) für F’ aufgestellten Werthes nur 
diejenigen Glieder in den Werthen der A; bestimmen kann, welche in Bezug 
auf %,. %, ... @, von der nullten und ersten Dimension sind. Die Auf- 
findung dieser Glieder wird erleichtert, wenn man vermittelst der identischen 
Gleichungen: 
F= (F—KO)+-K(w-+v+w;), 

or o(F— KO) LK oF _O(F—KO) oF _ &(F—KoO) 

en, ou, ee Fuss ou, ’ ou, ou, 
in den Formeln (21.) an Stelle der = die —. 


he un. (nach 5.) keine Glieder nullter sondern nur Glie- 

















einführt, und beach- 








tet. dafs diese 


ou, 
der erster Dimension enthalten. Alsdann ergeben sich nämlich aus (21.) für 
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A, A,, A;, bei Fortlassung der Glieder zweiter Dimension, sogleich fol- 
sende Werthe: 


























UT EU 7 RE j 7  Od(F+KA) m 
4, = Du -- K+ Ku, or RK () un ee  ; (d%;-+ m; an Das —- du 
i 1 1 
o(F—h9 . öF R AF+KA) ID 
4, = ou | Av, — du Av, —- nr u 
up’ 2 Ott, 2 
o(F— Ko) > oF . o(F+KkKA) aD 
wur 1 Ku et Le 
i ou, ou, er Ol, OH, 


Setzt man aber diese Werthe in (20.) ein, so erhält man den in (22.) für 
P, do aufgestellten Ausdruck. 


$. 6. 
Bestimmung der innern Druck - Kräfte. 

Das System befinde sich in seiner neuen Lage, begrenzt von der 
Fläche (2. Im Innern des Systems werde eine zweite geschlossene Fläche 2! 
von beliebiger Form construirt, welche aber von der Fläche 2 überall 
weiter als go entfernt bleiben soll. Auf dieser Fläche werde ein kleines 
Element dw’ abgegrenzt; über dw' als Basis, und zwar im Innern der Fläche 
(2, ein Cylinder von der Länge @ construirt; und dieser Cylinder durch eine 
kleine mit dw’ parallele Fläche geschlossen. Die zwischen (2 und 2’ befind- 
lichen Molecüle mögen mit n, bezeichnet werden; ferner die im Innern von £2' 
befindlichen mit »2,; endlich mögen diejenigen Molecüle »m;, welche innerhalb des 
eben construirten kleinen Cylinders liegen, unter einander zu einem starren System 
verbunden gedacht, und dieses starre System mit M; bezeichnet werden. 

Denken wir uns nun die durch die Formeln (22.) definirten Kräfte @ 
und P auf das System einwirkend. Das ganze System befindet sich dann im 
Gleichgewicht, mithin auch der Cylinder M;. Folglich mufs die 2-Com- 
ponente der unter diesen Umständen auf M; ausgeübten Wirkungen Null sein. 
ebenso die y-Componente und die 3-Componente. Es lassen sich aber die 
auf M; ausgeübten Wirkungen in drei Theile zerfällen, nämlich 1) in die von 
den Kräften Q, 2) in die von den Molecülen m; und 3) in die von den 
Molecülen m, ausgeübte Wirkung. Die Kräfte P nämlich haben keinen Ein- 
flufs auf den Cylinder, da sich derselbe, der angegebenen Construction zufolge, 
aufser dem Bereich jener Kräfte befindet, Bezeichnen wir daher die Com- 
ponenten der beiden ersten Wirkungen zusammengenommen mit 


do, Ydo,  Zdw' 
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und die Componenten der dritten Wirkung mit 

Xdw', Ydo', Zu dw', 
so haben wir die Gleichungen: 

x do’ + XKdo' — 0, etc. 
Adv, Ydw', Zdw' sind die Gröfsen um deren Bestimmung es sich handelt. 
nämlich, wie man augenblicklich sieht, die Componenten des auf das Element 
do’ ausgeübten innern Druckes. Die aufserdem eingeführten Gröfsen X dw’, 
Ydo', Zdw' spielen bei der gegenwärtigen Untersuchung nur eine vermil- 
telnde Rolle. Es lassen sich nämlich für diese letzteren Gröfsen noch andere 
Relationen aufstellen, und zwar vermillelst einer, von der vorhergehenden. 
unabhängigen Betrachtung, zu der ich nunmehr übergehe. 

Wir denken uns die Molecüle »», verschwunden, das System also 
redueirt auf die Molecüle »;, diese aber in ungeänderter Lage, nämlich in 
derjenigen Lage, für welche die Functionen «, v, w mafsgebend sind. Offen- 
bar werden die zum Gleichgewicht dieses Systems der =; erforderlichen 
äufsern Kräfte wiederum durch die Formeln (22.) bestimmt. Hierbei er- 
geben sich, da die Functionen u, v, w ungeändert geblieben sind, für die 
Kräfte Q und P genau dieselben Ausdrücke wie früher; nur sind die Aus- 
drücke der letzteren Kräfte gegenwärtig nicht in Bezug auf (2 sondern in 
Bezug auf 2’ gebildet, und sollen daher zur Unterscheidung von den frühe- 
ren mit P’ bezeichnet werden. — Denken wir uns nun diese Kräfte Q, P' 
auf das System einwirkend, alle Molecüle also im Gleichgewicht, und wenden 
wir unsere Aufmerksamkeit wiederum auf den vorhin betrachteten kleinen 
Cylinder M;. Auch gegenwärlig müssen die Componenten der auf diesen 
Cylinder ausgeübten Wirkungen Null sein. Diese Wirkungen zerfallen jetz! 
in folgende drei Theile 1) in die von den Kräften Q, 2) in die von den 
Molecülen =; und 3) in die von den Kräften P’ ausgeübte Wirkung. Die 
beiden ersten sind identisch mit den, bei der vorhergehenden Betrachtung, in 
erster und zweiter Stelle aufgeführten Wirkungen, da einerseits die Kräfte O 
dieselben sind wie dort, andererseits auch die Anordnung der », ungeändert 
geblieben ist. Demnach sind die Componenten dieser beiden Wirkungen zu- 
sammengenommen wieder: 

Xdwv', Ydw', Zdw'. 
Die Componenten der dritten Wirkung endlich sind: 
P!idvo', P!do, P;dw', 
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wenn nämlich Pi, P;. P; auf dw' bezogen gedacht werden. Somit ergeben 
sich hier folgende Relationen: 
Xdv' + P,do' — 0, etec., 

welche, mit den vorhin erhaltenen Relationen zusammengestellt, augenblicklich 
die Formeln geben: 

Xdo' — P\| dw’, Ydo' — P}do', Zıdo' — P} dw". 
Hierdurch sind die Componenten Ä, Y, Z der innern Druck-Kraft bestimmt: 
und zwar zeigt sich, dafs man die Componenten des auf irgend ein Element dw’ 
ausgeübten inneren Druckes erhält, wenn man die in (22.) aufgestellten Aus- 
drücke P,, P,, P, in Bezug auf dieses Element dw’ bildet; dafs mithin für 
die äufsern und innern Druck-Kräfte genau dieselben Formeln gelten. 


B 3. 
Vollständige Berechnung der Kräfte O und P. 
Aus (22.) und (23.) ergeben sich bei weiterer Ausrechnung für die 
Kräfte . P folgende Ausdrücke: 














A m v,) ; lu, —w,) 

0 (K+ 3), 4 K4 Al a! 
Kı y ein m (lv, —u,) 
0.—(K+3K) - K-R)( +), 








/ 09 r \ ol en ;) ol ad, 
(26.) „= K-- 3%) 3, +(K 4 k)( u. u # “ l P), 


P,do = g(K-+k){(2u,+0O)cos(v,0)+ (u,-+-v,)cos(v,y)+(u,-,)cos/v,z)\do, 

P,do ee Bselv,y)- (% +w,)cos(v,2)}do, 

P,do —=y(K--k)\(w,-+u;)cos(v,2)+(w,-4v;)cos/v,y)(2w 4-O)eos(v,z)}do, 
wo zur Abkürzung 

K-+k es 

gesetzt ist*). Da für den besondern Fall, dafs die Functionen w, v, ww Null 
sind, die neue Lage des Systems mit seiner ursprünglichen Lage zusammen- 
fällt, so ergiebt sich aus den vorstehenden Formeln (26.), dafs 








*) Vergl. Poisson, Journal de l’Ec. Polyt. T.13, Cah.20, p.52. Die dort von 
Poisson abgeleiteten Formeln sind mit den in (26.) aufgestellten identisch, wenn yK=K, 
und gk=h, geseizt wird, wo K, und A, die von Poisson gebrauchten Constanten 
vorstellen. 
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0), =(0, P, dw = gqKcos(v, x) dw, 

(27.) 0, —0, P, dw = yK.cos(v,y) do, 

0; —=0, P,do —= yK.cos(v, 2) dw 
die äufsern Kräfte sind, deren es bedarf, um das System während seiner 
primiliven Lage im Gleichgewicht zu halten. Hieraus ergiebt sich die Be- 


deulung der Constanten K. 
Ferner ist noch zu bemerken, dafs, wenn die natürliche Gleichgewichts- 


lage des Systems zur primiliven Lage genommen wird, die Constante A, wie 
sich aus (27.) ergiebt, Null ist, dafs demnach für diesen Fall der Ausdruck 


mit der Polential-Function # identisch wird. 
Ich gehe nun über zur Transformation der erhaltenen Gleichungen. 


Zweiter Abschnitt. 
$. 8. 


Ueber Variations - Coefficienten. 
Um Wiederholungen und Unterbrechungen zu vermeiden, lasse ich 


folgende Bemerkungen vorausgehen. 
Sind x, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten, , v, w Functionen 
von z, y, 25 und ist ferner 7 ein Ausdruck, welcher x, y, 2, u, v, w 
und die ersten Ableitungen von w, v, w enthält; so bezeichne ich mit 
(Fu), (Bv, (Bw), (Bu), (Brv),, (Bw), 
die Variations-Coefficienten, welche sich ergeben, wenn man das über einen 


beiiebigen Raum A ausgedehnte Integral 
J — /// #dxdy de 
in Bezug auf v, v, w variirt, definire nämlich die Bedeulung jener Gröfsen 


durch folgende Formel 


281) 0) — -//jie u)du4-(#,v)dv- (%, w)dw) dx dy dz 
fi F,u),du-(%,v),d0-+(P,w), dw) dw, 


in welcher das erste Integral über den Inhalt, das zweite über die Oberfläche 
des Raumes AR ausgedehnt ist, dw ein Element jener Oberfläche und » die 


auf dw nach Innen errichtete Normale vorstellt. 
Dieser Definition zufolge haben, wie sich leicht ergiebt, die Gröfsen 


(Fu), (P,u),, etc. folgende Werthe: 


I N 
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i oW oo 9W oo 9% 8 0W 
A GE een a a A en A Yrv\— etc. 
Au ou OL. ou 12 n ou ut, ou’ BaLiE oa 
(28B,) az ; oy 
oWw oWw eWw 
(Pu,= / 2)+- , 2), (P,v), — 
(FU), > Du cos (v, 2) —, cos (v,Y)-+ > Du cos (v,2), (P,v etc. 
OxX ’% 02 


Sind #,. %, Ausdrücke derselben Art wie 7, und sind A,. A, A,.. 
A;. ... Constante, so ist: 


(4,4 r- A, P +4, P,-1 ),U) = AP, u)- "AP. u) A, #4s u) .. 
( 4,- -AP- A, P,-+4, P; + ); u), —A( P, u), A\( Pi. u),+ A: Vz, u),+ 


(23°) 


Ferner gilt, wie sogleich erläutert werden soll, folgender Satz: 
Sind v, v, «= sowohl als auch U, VY, W Functionen der rechtwink- 
ligen Coordinaten x, y, 2; sind ferner diese sechs Functionen mit einander 


verbunden durch drei Relationen: 
pı —=$, =, p =, 

in welchen aufser den Functionen selbst auch die unabhängigen Variabeln 
X, y, z vorkommen können, in welchen die Ableitungen der Functionen aber 
nicht enthalten sind; und kann man folglich auf Grund dieser Relationen einen, 
von u, v, w, von den ersten Ableitungen der %, v, w, sowie von &, Y, 2 
abhängigen, Ausdruck # andererseits auch als einen von Ü, V, W, von den 
ersten Ableitungen der U, V, W, sowie von X, y, 3 abhängigen Ausdruck 
betrachten: so stehen die einerseits nach x, v, w und die andererseits nach 
U, V, W gebildeten Variations- Coefficienten dieses Ausdrucks in folgender 
Beziehung zu einander: 











(Pu) —=(#, u) +9, V a 
Fu),—(#,U), a N 7 EEE 
(28?.) 
& | 
(#,U)= (Fu) + (PB v) 0 f ud 
ou 
(FU),=(P,u),ST7 +(#,v v), 7 I u + (P,w nd 30° 
; ö . . oU 0oV ’ ' . 
wo sich die Differential - Coefficienten 3? mr auf die durch die Glei- 


chungen 9, —=0, p=0, 90 zwischen den u, v, w und den U, V, W 
festgestellte Abhängigkeit beziehen. 





39 * 
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Man gelangt zu den beiden ersten in (28”.) aufgestellten Formeln ' 
augenblicklich, wenn man beachtet, dafs die beiden Werthe, welche sich für 


die Variation 
off p dx dydz 


dadurch ergeben, dafs man # einmal als abhängig von u, v, w, und sodann 
zweitens als abhängig von U, V, W ansieht, nämlich die beiden Werthe: 


Sf ion wont jaeaydr [fon wmdu tree 
/i#, U) 9U+ .-}ardy de— / {PR U),0U4 --}dw 


unter einander in Bezug auf du, dv, dw identisch sein müssen, sobald die 
Ineremente OU, OV, OW vermittelst der Relationen 9%, =0, 9=0, 9=0 
durch dw, dv, dw ausgedrückt sind; dafs mithin die Gleichungen: 

(F,u) du-+(P,v) dv+ (Pe) dw = (P,U)IU-(P,V)IV-+(PF,W)oOW, 
(P,u),du+(P,v)dv-(P,w),dw—=(P,U),ISU+(P,V),OV+(F,W)IW 
in Bezug auf dw, dv, dw identisch stattfinden müssen, sobald darin für JU, 


IV, dW die Werthe: 


und 


Mue SRUR RE. 
OU — By du 1.23 dv + Zn dw, 
„age oV , , OP 
sd it Te Ag 

oW oW oW 
u EP 


substituirt werden. Die beiden andern Gleichungen in (28°.) ergeben sich 
auf ähnliche Weise. 
Aus diesem Satze ergiebt sich unmittelbar, dafs, wenn die Varialtions- 


Coefficienten 
(F,u), (P,v), (P,w) 


identisch Null sind, dasselbe auch von den Variations - Coefficienten 
23) (BU), (FV, (#,W) 


selten mufs. 


$. 9. 


Formeln für ein beliebiges dreifaches Flächen-System. 


Da es sich darum handelt in den für die Kräfte Q, P gefundenen 
Werthen an Stelle der Coordinaten x, y, %& die Parameter 9,, @, 0; eines 





[a Ze Sat 
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beliebigen dreifachen Flächen - Systems 

hay2)=0, Ray)=on, f(,y2)— 9 
einzuführen, so erscheint es zweckmäfsig, zuerst unter den für ein solches 
System geltenden Formeln die wenigen zusammenzustellen, von denen hier 
(Gebrauch gemacht werden soll. 


Bezeichnet man die von Q,, ©, 0, nach z, y, 2% genommene Deler- 
minante mit A und die von ©, y, & nach 0,,. 0, 0, genommene mit V 
(29° ) we = 0; 4) A, ie Y> 2 ) BR 
[2 EREEEEEN VW b,) 
ME) 0,5 0; 
so ist: 
(29°.) AVvV=1. 
Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen: 


co 


de=7, “ „de + 5 & dy -- — de, do, — elc. 





durch Auflösung nach har pr 24 

















Adı — Tale TR 25, de: -- a; Ady == etc., 
Zr - er 
folglich: 
u m _ AM HAM M:_AIaA, 
(ee) 0 Ag’ 0 A ,0’ Öl A „00x 


OX oy 0% 
Mit a, d, ce sollen folgende (respective den Parametern o,, &. ®; 
conjugirte) Gröfsen bezeichnet werden: 


— () +) + 
(29°.) (4 (2 2)- 


( 
So. 
I H 


d% 
2) 


y 


Ist ferner M irgend ein Punkt u WR mit den Coordinaten ©, y, 2 
und mit den Parametern 9,, ©. 0, So sollen mit 7,, 7,, 7, die durch M 
gelegten Tangenten der drei Curven bezeichnet werden, in welchen sich die 
durch M gehenden Flächen des Systems schneiden; folglich mit 7, die Rich- 
tung bezeichnet werden, in welcher der Punkt M fortrücken würde, wenn 
man seinen Parameter go, um do, anwachsen, seine beiden andern Parameter 
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aber ungeändert liefse. Hiernach ist: 
Or ,öy ,d3 
00, 00, 00, 








(29°)  cos(T,,x):cos(T,,y):cos(T,,2) = 


Uebrigens soll: 





(29)  cos(tr,,2)=a,, cos(t,,y)=ß, c0s(t,,2)=y, 


gesetzt werden. Dadurch ergeben sich mit Bezug auf (29°.) folgende Formeln: 


re Br re 

u ee BT Te 00,” 

r . EEK 5 au 
mr Aug Ferm Wei 
1 0% __1 0% 1 02 


ame’ 37 90,’ Y >= 


N; 





eg, 

Für ein orihogonales Flächen-System ist die Determinante der 9 Cosinus 

ls Ras 0“. 5/5 gleich Eins, und daher den vorstehenden Formeln zufolge: 
(29°) V= abe. 


Ferner ist alsdann 


’ Or dx , 0y 0y 03 02 | 
ac, do, 30; T 00, de 1 09, 80 0. 





sobald k und 2 verschieden sind. 


$. 10. 


Das Problem der Transformation. 


Es handelt sich darum, in den Werihen der Kräfte O0, P nicht allein 
an Stelle von x, y, & die Parameter 0,, @, 0, irgend eines gegebenen drei- 
fachen Flächen-Systems einzuführen, sondern gleichzeitig auch die Functionen 
a, v©, w durch andere Functionen U, V, W zu ersetzen. 


Bezeichnet nämlich M den primiliven Ort eines Molecüls »n; ferner E 
die Excursion, welche dieses Molecül m, beim Uebergange aus seiner ur- 
sprünglichen in seine neue Lage, gemacht hat; und sind endlich 7,, 7;, 7; 
die von MH ausgehenden im vorhergehenden Paragraphen definirten Richtun- 
gen; so sollen die nach den Achsen x, y, z genommenen Componenten %, v, w 
der Excursion E& gegenwärtig ersetzt werden durch die nach 7,, 7,, 7, ge- 
nommenen Componenten U, V, W dieser Excursion. Es sind demnach 
U, V, W die respective mit 7,, 7,, r, parallel laufenden Kanten eines schief- 
winkligen Parallelepipedums, welches die Excursion & zur Haupt - Diagonale 
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hat; folglich nach (29.) mit u, v, w durch die Relationen 
u—= wUÜ+.V+aW, 
(29*.) v—= AU+PRV-+PW, 
v= yU+4%V4,W 
verbunden. 

Die Operationen, durch welche ich zu der in Rede stehenden Trans- 
formation gelange, zerfallen in drei Abschnitte. Zuerst transformire ich die 
in (22.) für die Kräfte Q, P aufgestellten Werthe unter der Voraussetzung, 
dafs die Transformation des in diesen Werihen enthaltenen Ausdrucks & be- 
reits ausgeführt ist. Hierbei bleibt die Untersuchung vollständig allgemein, 
nämlich das Flächen-System ganz beliebig, orthogonal oder anorthogonal. 
Sodann führe ich die Transformation von & aus, beschränke mich dabei 
aber auf den Fall eines orthogonalen Flächen - Systems. Kndlich substituire 
ich den für & erhaltenen Werth in die zuvor transformirten Formeln der 


Kräfte O und P. 


$. 11. 
Transformation der Gleichungen, welche die Kräfte O und P von der Function 
abhängig machen. 

Der in jenen Formeln (22.) enthaltene Ausdruck & ist aus den ersten 
Ableitungen der Functionen %, v, w zusammengeselzt, und kann daher zufolge 
der Relationen (29*.) andererseits auch als abhängig von U, V, W und den 
ersten Ableitungen der U, V, W angesehen werden. Mit Rücksicht hierauf 
läfst sich die Variation des über einen beliebigen Raum AR ausgedehnten 


3) I S/J® dx dy dz 


in doppelter Weise bewerkstelligen; nämlich entweder der Formel: 


80.) II — /SfkBwour.drdyde—/f\ Du), du + -}du 


oder der Formel: 


Br) I ff; io,U SU+--Jdrdyde— /[{B,U),U+--}du 


entsprechend. Wendet man auf die sich hier ergebenden Variations - Coelfi- 
cienten den in (28”.) aufgestellten Satz an, so erhält man: 


6, 0 ,, 6) 
BU) = (Bu) + Bot wSIT 


Integrales 
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oder mit Hülfe der zwischen w, v, w, U, V, W bestehenden Relationen (29*.): 
($U) = (P,wW)a+(P,v)P,+(P,w)y.. 
Auf diese Weise ergeben sich leicht folgende sechs Formeln: 


($, U) .. o($, u) +A(», v) + yı(B, w), 


(P, V) —= %(P,u) + Pr(P, v) +Y:(B, w), 
($, w) —= %(P,u) +ß(B, v) +7(#, ©), 
31. | 
( ) (B, I I == 6, (D, u),+ Pı(®; v), +Y1(#, W),; 
(P, V), —n %(P, u),4 P: ($, v),+y:(®, w),; 
PW), = 0(B, u,+P(P,v),-+Y:(P,w),. 


Beachtet man nun, dafs in & die Functionen v, v, w selbst nicht, sondern nur 
ihre Ableitungen enthalten sind, und dafs daher die Variations - Coefficienten 
(P,u). ($,u),, etc. nach (28”.) folgende Werthe besitzen: 

8 00, 0 8b, 8 3» 





(P, u) or ou, 5 oy ou, | 02 Ou, ’ u Elan 
oD oD OD 

« = x) en yy\ ee y — ‚ 

($,u), u cos(v, ©) —+ 35. cos(v, y)-+ 3% cos(v,2), (P,v), = elc 


so ergiebt sich, dafs die für die Kräfte Q, P aufgestellten Formeln (22.) 
identisch sind mit folgenden: 





Ocos(Q,2)—=(P, u), Pcos(P,x)=yq.(P,u),, 
(32.) Vcos(Q,y)=(#P,v), Pecos(P,y) =g.(#,v),, 
Ocos(0,2) = (PD, w), Pcos(P, z) —=y.(P, w),, 


wo aulserdem Q,—@cos (Q, x), etc. gesetzt ist. Mit Hülfe der ersten in (31.) 
aufgestellten Relation ergiebt sich hieraus unmittelbar: 


(P,U) = (Ce,cos(Q, 2)+ P,cos(Q, y)+yıcos(Q,2)) 
oder nach (29.) 
(P,U) = (Ocos(0,r,). 
In solcher Weise verwandeln sich die Formeln (32.) durch Benutzung 
der Relationen (31.) in folgende: 


| Vcos(Q, T,) En (DB, U), [ Pcos(P, T)=g.(D, U),,; 


(33.) Vcos(O,r)=(b,V), Pcos(P,r,)=4g.(P,V),, 





O0 c05(Q, T;) u ($, W), Pcos(P, T;) — gy.(B, W),. 
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Es müssen nun (B,U), (D,U)),, etc. berechnet werden. Die Bestimmung 
dieser, durch die Formel 


(34)  IfffPdxdydz 
/J, KB,U)OU- }dedy de—/ [\(®, D),8U+...\du 


definirten, Coefficienten würde augenblicklich nach (28”.) erfolgen können. 
wenn man U, VY, W als Functionen von x, y, 2% betrachten wollte. macht 
aber einige Mühe, sobald man, was hier geschehen mufs, U, VW, W als 
Functionen von @,, 02, ©; betrachtet, und demnach in & nicht die Ableitun- 
gen von Ü, V, W nach x, y, 2, sondern die nach o,. ©, _, enthalten 
denkt. Zunächst ist mit Bezug auf (29°) 


J — ///® d.x dy dz — ///®Vdg.dg, do; 


und demzufolge, wenn man die Varialion dJJ n JJ=0,J+40,J40,J 
trennt, und der Kürze wegen (wie fortan durchgängig geschehen soll ) 
oW 


























u BR: i | 
EP U,, re V. W, setzt: 
Er es IBV sr ı 80V, 
I = SU HT U. Sa U + Ze SU, | do, do..dg, 
oder: 
(34°) 3 J 
| \ ch 80V, 8 Ber 8 DV sqr 
— -///- aut en . TR + 96, 30, | 0Udg, do. dp; 
a0 sov, oO (/0PV 
+ \& vw 9U)+z d7, + 36, N I, dU)| do, dp, do;. 


Ich werde nun er wie von diesen beiden Integralen, welche den Werth 
von du.J darstellen, und über einen beliebig gewählten Raum A ausgedehnt 
sind, das zweite in ein über die Oberfläche dieses Raumes ausgedehntes In- 
tegral verwandelt werden kann; und werde zu diesem Zweck das Integral 


i — S/J SE do.de.dg, 


näher untersuchen, dasselbe gleichfalls ausgedehnt gedacht über einen belie- 


bigen Raum R, und darin f als irgend eine Function von @,, @, 0; oder 
von x, y, 3 betrachtet. Dieses Integral 2 verwandelt sich durch (29°.) in: 


NN ae a tar de + ae) A dedr de, 
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sodann mit Hülfe von (297.) in: 


rn af BA ı [381 &f 8A r 
I: de, Toy, 20, 1% a)" vo. 
ö 





'y 0% 
oder in: 

oA 6) oA 
<= Je Ta t5 2.9 1% „99, 
ei 02 

oO 0A o oA 0 0A 

—f Or „00, 00, Ta 50 "88,00 de, P dz. 
x oy 02 


Nach einem bekannten Satze über Functional-Determinanten ist der letzte Term 
(nämlich der in f multiplieirte Term) des unter dem Integralzeichen stehen- 
den Ausdrucks identisch Null. Läfst man diesen Term fort, so ergiebt sich 


leicht: 
ler cos (vr, 2)+- art - cos (v, ey 
op, Ö 











02 


wo dw ein Element der Oberfläche ie Raumes R ist, » die nach Innen er- 
richtete Normale vorstellt, und die Integration über die ganze Oberfläche aus- 
zudehnen ist. Sodann ergiebt sich weiter mit Hülfe der Formeln (29.) 


und (29”.) 
—/ff& (aa,cos(v,x)+ ap, cos(v, y)+ ay,cos(v, z))dw, 
ferner mit Hülfe von (29°.) und (29.) 


SIE cos (v, r,)dw. 


Man erhält also schliefslich die erste Formel folgenden Systems: 


JITZE do, do,do; = -//E —cos(v, t)dw, 
En) LIE do, do, do, = -//E —cos(v, r,)dw, 
VIER do, do,.do,; = Sf (v, T;) do, 





in welchem die beiden letzten Formeln in analoger Weise abzuleiten sind. 
Durch Anwendung dieser Formeln verwandelt sich nun der, in (34°) für 








ee E 


nr u 

















wo 
re Rh u ee 
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ÖrJ gefundene, Werth in: 


SS t a nt) dedyde 


/\0DV a In 
-JF a0 st Udo. 


Somit ergeben sich für die a hl (B,U) und ($,U‘\), fol- 


gende Werthe: 








aby |__2 30V, 2 BY, 8 amyy1 








(36.) Pr it de, 30, 1%, 30, 1 36, 30, 15° 
' ge | 
(PB, U ı — 27 cos V, T,) = Zar, deos‘ (y, T,) - ag eos y ‚T,) 


1 


und ähnliche Werthe für (B,V), (P, W), (eb, Fi. ta, WW). 

Denkt man sich diese Werthe der Variations-Coeffiecienten in die 
Formeln (33.) substituirt, so fehlt zur vollständigen Transformation jener For- 
meln nur noch die Umformung des Ausdruckes & selbst. 


$. 12. 


Transformation des Ausdruckes ®. 


Wie bereits erwähnt, schränke ich meine Untersuchung von jetzt an 
auf den Fall ein, dafs die Flächen @,, ©, @, orthogonal sind. 

Zunächst werde ich mich mit der Transformation der Potential- 
Function F’ beschäftigen, und hierdurch auf leichte Weise in den Besitz von 
Formeln gelangen, welche zur Transformation von & erforderlich sind, und 
zu deren Ableitung es sonst einer mühsamen Rechnung bedurft hätte. 

Es seien M, M'’ die primitiven Orte zweier, einander nahen, Mole- 
cüle zn, m’; ferner E, E’ die Excursionen, welche diese Molecüle beim 
Uebergange aus ihrer ursprünglichen in ihre neue Age gemacht haben. Die 
Coordinaten von M seien ©, y, z und =--Ax, y--Ay, 2442 die von M. 
Dem entsprechend mag die Charakteristik 4 überhaupt zur Bezeichnung des 
Zuwachses benutzt werden, welchen eine von x, y, & abhängige Gröfse 
beim Uebergange vom Punkte M zum Punkte M’ erhält. Da z.B. w, v, w 
die Componenten der Excursion & sind, so werden die Componenten von E' 
mit u-- Au, v-- Av, w-- Aw zu bezeichnen sein. 

Für das Potential 2mF' der Gesammtwirkung, welche »» von allen 
übrigen Molecülen empfängt, ist im $. 1 folgender Ausdruck gefunden: 

2F = H-+2K9-+(K-+3k) 0 --(K-+-AkT-+(2K+4%)A, 

40 * 











308 Neumann, zur Theorie der Elasticität. 


wo ©, T, 1 in der dort angegebenen Weise aus den 9 Gröfsen %,, %, ... %; 
9% Om für den Punkt M) 





x .. 


(das ist aus den Werthen der Ableitungen Es - . 

OxX ey 0% 
zusammengesetzt sind. Es konnte, da die primitive Anordnung der Molecüle 
isotrop ist, bei der, dort gegebenen, Entwicklung dieser Formel ein ganz be- 
liebiges rechtwinkliges Coordinaten-System (x,y,%) zu Grunde gelegt werden. 
Man würde daher zu einer vollständig analogen Formel für F' gelangt sein, 
wenn man von irgend einem andern rechtwinkligen Coordinaten - Systeme 
ausgegangen wäre. In der That, nehmen wir ein rechtwinkliges Coor- 
dinaten-System (A, Y, Z), dessen Anfangspunkt, um die Vorstellung zu er- 
leichtern, mit dem des Systemes (2, y,x) zusammenfallen mag, und dessen 
Achsen vorläufig beliebig gewählte Richtungen haben sollen; bezeichnen wir 
die Coordinaten von M in diesem System mit A, Y, Z, sodann die Com- 
ponenten von # nach den Achsen des Systems mit U, B®, W; und denken 
wir uns endlich diese U, Q, W als Funclionen von X, Y, Z, so können 


wir neben die für F' so eben hingestellte Formel folgende andere setzen: 
2F —= H-+R2K0O--(K-+3%) 0" 4+(K+%k)T'-+(2K-+4k)A', 

wo die Gröfsen ©', 7’, A aus den 9 Gröfsen U,, U, ... W; in ganz der- 

selben Weise zusammengesetzt sind, wie die in jener Formel enthaltenen 


9, T, A aus u, %, ... w,; wenn nämlich U,, U,, ... W, die Werthe der 


oU ou oW 


Ableitungen ar’ 37°" DZ für den Punkt M vorstellen. Wir kommen 


auf diese Weise zu dem Resultat, dafs diese beiden für #' gefundenen Aus- 
drücke einander gleich sind; ein Resultat, welches sich noch vervollständigen 
läfst durch folgende Bemerkungen. 

Erstens. Die Gleichsetzung der beiden Werthe von F' mag aus- 
geführt und die so erhaltene Gleichung mit A==0O bezeichnet werden. Die in 
dieser Gleichung A—0 vorkommenden Coelfficienten Ä, Ak sind von einer 
Function gp abhängig, über deren Beschaffenheit keine bestimmte Voraus- 
setzung zu Grunde gelegt ist, nämlich abhängig von derjenigen Function %, 
welche das Potential zweier einzelnen Molecüle auf einander darstellt. Daraus 
folgt, dals die Gleichung A== 0 auch dann noch stattfinden mufs, wenn man 
die Function ändert; oder (was dasselbe ist) auch dann noch gelten muls, 
wenn man die Werthe der Coefficienten Ä, A ändert; dafs mithin von den 
beiden, im linken Theile A dieser Gleichung enthaltenen, respeclive in K und 
in % multiplieirten Ausdrücken jeder für sich Null sein mufs. Hierdurch er- 





3 











er, 
u Ba 
RT air 
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geben sich die beiden Formeln: 
\20+ 9-+T+2A = 20 +0"+T+24, 
3®--T+4 — 30"? T' 444. 


Zweitens. Noch in anderer Weise kann die Gleichung A=U in 
zwei Formeln zerfällt werden. Es mufs nämlich jene Gleichung auch noch 
dann in Geltung bleiben. wenn man in ihr die Functionen a, v, w, U, ®, WR 
varüirt, sobald man nur diese Variation in der Art bewerkstelligt. dafs die 
durch u, v, w einerseits und die durch U, ®B, W andererseits repräsentirten 
Molecular-Excursionen E, E’, ... unter einander identisch bleiben. Diese 
Anforderung wird nun, wie auf der Stelle klar ist, erfüllt. wenn man die 
Funclionen u, v, w, U, B, W in ou, ww, aw, ol, «B, «IB übergehen läfst, 
und dabei unter « eine beliebige Constante versteht. Hierdurch aber ver- 
wandelt sich der linke Theil der Gleichung A= 0 in ein Aggregat zweier 
Ausdrücke, von denen der eine in «, der andere in «° multiplieirt ist, wie 
sich solches augenblicklich ergiebt, wenn man beachtet, dafs durch die in Rede 
stehende Modification 9, 7, A in «Od, «T, ®A und ©, T', A in «O, 
oT’, @ A’ übergehen. Da nun « beliebig ist, so mufs von jenen zuvor er- 
wähnten in « und in «’ multiplieirten Ausdrücken jeder für sich Null sein. 
Und hierdurch ergiebt sich folgende Formel: 


nebst einer andern, welche nichts Neues bietet, nämlich eine Folge der For- 
meln (37.) ist. 


(37.) 





Aus (37.) und (38.) folgt nun sogleich: 
ut Fl Auf. 
Wir können daher in dem Ausdruck & (23.) | 
(89) 2= H+2KO-+(K-3%)0-+(K-+k)T-(4K--4k)A 
für jede der drei Gröfsen ©, T, A zwei Werthe angeben, nämlich: 
9=- uw = U VB W;, 
T=(w,— wow)” + (w— 1%) + (w— v,)' 
(40.) — BB — VW, — U) + (U, — DB)”, 
A= (vw, — v,w;) + (w, U — w; U,) -- (4,0, — U,D;) 
— VW, - RR) WB, — BU) MUB, —UD:). 
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Aufserdem mögen zur spätern Benutzung folgende Formeln aufbewahrt werden: 





(41) \4r — MM’ cos(MM', x) (42) AX = MM'cos(MM', X) 
[Ay = ele. AY — etc. 

(43.) Sr T) (44) en P’, X) 
v-+ dv = etc. B+IB—ete. 


MN =UMIKAH+HUIVY AHUIZ +ete., 
(45.) AB BAA+BIY+-DBAIZ + etc., 
AWBEWIAHW,AIY A W,IZ + elc., 
wo in den letzten Gleichungen diejenigen Terme fehlen, welche die zweiten 
und höheren Dimensionen von JÄ, IY, 4Z enthalten. 


Es handelt sich nun darum, in dem Ausdruck & (39.) an Stelle von 
2,y,2,u,v,w die in $.9 und $.10 definirten Gröfsen o,. 0,0, U, VY, W 
einzuführen. Nach (29), und mit Rücksicht darauf, dafs die Flächen o,, 
05. @, gegenwärtig orthogonal sein sollen, finden zwischen , ®, w, und U, 
1, 39 folgende Relationen Statt: 


uw a,U+,V+,W, U = au+ßv+yw, 
(46.) ve = A U-+-PRV+P,W, (47.) V=mut+ßrHt+pw, 
v=y,‚UÜ+9%V+7,W, W= ,u+ßP,v0-+yuw. 


Die Parameter der Punkte M und M’ sind o,. @&, 0 und 9,+49,, &+J0;, 
0, J0,. ferner die von M ausgehenden (im $.9 definirten) Tangenten 7,,7,. T;. 

Das Coordinaten-System (A, Y, Z) mag nun so gelegt sein, dafs seine 
Achsen A, Y, Z der Reihe nach mit den, von M ausgehenden, Richtungen 
’j. 75. t, parallel laufen. Dadurch treten die Funclionen U, ®. W der Ar- 
eumente A, F, Z in vollständig bestimmte Beziehung zu den einzuführenden 
Funclionen T, VW, W der Argumente Q,,. ©, ©. So findet z. B. zwischen 
den Werthen. welche diese beiderlei Functionen für den Punkt M besitzen, 
sogar vollständige Gleichheit statt; eine Gleichheit, welche allerdings augen- 
blicklich aufhört. sobald man den Punkt M verläfst und zu irgend einem an- 
dern Punkte M’ übergeht. Während nämlich U+AU, B+-IB, WAR die 
Zerlegung der Excursion E’ nach A, Y, Z oder r,, 7,, 7, repräsenliren, 
stellen Ü!+4U, V-—-4AV, W-4W die Zerlegung jener Excursion &’ nach 
den von #2’ ausgehenden Tangenten 7;. 7;, 7; dar. 
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Ich werde nun die dem Punkte M’ zugehörigen Grölsen U-- AU, 
BAD, WA IWW berechnen, indem ich dabei einerseits die Excursion K' 
durch die Functionen U, V, W, andererseits die Lage des Punktes M’ durch 
seine relativen Coordinaten JÄX, AY, 4Z gegeben betrachte; und dadurch 
für U+ZFU etc. oder vielmehr für AU, AB, AW zu Entwicklungen ge- 
langen, welche den in (45.) aufgestellten analog sind, nämlich ebenso wie 
jene nach Potenzen von JÄ, AY, 41% forischreiten, deren Coefficienten 
aber anderer Art sind, nämlich abhängig sind von den Functionen U, V, W. 
Da diese neue Entwicklung mit der in (45.) identisch sein mufs, so ergiebt 
sich dann durch Vergleichung der in der einen und in der andern enthaltenen, 
in Bezug auf JA, AY, 4Z linearen Terme augenblicklich die Transfor- 
mation der 9 Gröfsen U,, UÜ,, ... W,. Mit dieser aber ist, wie die For- 
meln (39.) und (40.) zeigen, zugleich die Transformation von & selbst 
vollendet. Beachtet man, dafs es sich hier bei der neuen Entwicklung von 
AN, AB, AW nur um die Kenntnifs der in Bezug auf 4X, AY, JZ 
linearen Terme handelt; so ist klar, dafs man bei Ausführung derselben die 
zweiten Dimensionen von JÄ, AY, AZ oder (was dasselbe ist) von Jr, 
Ay, 4% durchgängig fortlassen, d. h. die Charakteristik 7 wie die Diffe- 
rential-Charakteristik d behandeln kann. Mit Rücksicht hierauf läfst sich die 
in Rede stehende Rechnung folgendermafsen durchführen. 


Aus (44.) folgt, weil und U für den Punkt M gleichen Werth haben: 
U+M = E'cos(E',t) = E'(cos(E', x)cos(t,,x)+--) 
oder nach (43.) und (29.): 
U+MN = (u+44du)a,+(v+ Av), + (w+ Aw)y, , 
oder nach (47.) 
N = a, Au-+P,dIo+y dw 
oder mit nochmaliger Anwendung von (47.): 
MN = AU— (ud +vIPp, +w4Ay,) 


oder, wenn man für w, v, w ihre Werthe aus (46.) substituirt,. dabei die 


Relationen: 


4+Ahty=1, dot AAıKtNAIK—=L, 
at Ah —=09, (da; + AB; + Ay); A; A+B; At: Iyn = 0 
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berücksichtigt, und der Kürze wegen 
4 + I; +yIY; Ip 
(47°.) 4,44 +y9FYı Ip:; 
4,1494, AIR +yıdyı = Ip; 


setzt. die erste Gleichung des folgenden Systems: 


| 


| 


AU = AU 1 V4m— Wäp.. 
(48) 148 = AV 4 WAap— Udp,. 
AB — AW-+ Up, — VAp.. 


in welchem die beiden andern Gleichungen in analoger Weise erhalten wer- 
den. Um diese Formeln (48.) weiter zu entwickeln sind erstens für AU, 
IV, AW die Werthe: 
AU — U,4do-+ U;,40-+ U;,4o;. 
(49.) AV V,40,+ V:,do-+ V;,d4e;, 
AW = W,40,+W;,40+ W;,4o; 


einzuseizen, wo U,, Ü;, ... W; (wie fortan stets) die Werthe der Ablei- 
tungen u ai om, 

- da’ 0.” "08, 
zu diesem Zweck die Werthe von /p,, Sp, 4p; zu berechnen. Nach 


(29”.) ist: 


| 








für den Punkt M repräsentiren. Zweitens sind 











Run ° or 0 _ 12x 
u iu an, 
Daraus folgt: 
1 dx fi ‚0 | —) 
nd litt 


und ebenso wird: 
3,4; zu - oy ei oY at: n -4 —), 
































b 0, 
5 0% 1, 
72 Ay; Bun b oo, —(—4 4—): 
Die Addition dieser eg a mit Be auf (29.) und (47°.): 
u oY 02 , 02 
mM=% (tr Fu RT Be) 
oder: 
u Or 0°% oO 0% 03 
re, 0, 09, 09,00, E77 280.) or 
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wo für k der Reihe nach 1, 2, 3 zu setzen ist; oder: 


50) An=2,0,3k)A4e, — 2 (2, 31) 40, - (2,32) 40: + (2,33) 4e;). 


be * 


‘s sollen nämlich für den Augenblick die Abkürzungen 




















rc FE 9. yk) 
00p 00,00, | da, 00,00, | 00p 00400, PN), 
1 22 Au BB. AB A 4 02 02 — (p,4q) BE ta 
00, 00, ' 00, 00, 00, O0, ‚I 00, Pi 


gebraucht werden; Abkürzungen, welche auf der Stelle die Relationen 


(p,gk)--(qpk) = (Pi; 
(k,pg)+(p,kq) = (k,p),: 
(k,gp)--(g,kp) = (kg), 
geben. Addirt man von diesen die beiden letzten und subtrahirt die erste. 


so folgt: 
2 (k,pg) = (kp), Tb, — (PP: 


Und daraus ergeben sich für die in (50.) vorkommenden Coefficienten (2,31) etc. 


folgende Werthe: 

2(2,31) = (2,3), + (2,1); — (3,1), 

2 (2,32) (2, + (3,2, — (3,2), 

2 (2,33) = (2, 3); + (2,3); — (3,3), 
oder. wenn man beachtet, dafs (p,g) seiner Definition zufolge identisch Null 
ist, sobald » und g verschieden sind, und dafs aufserdem nach (29°.) 


\ 


(1,1)=a), (2,2)=b,, (3,3) = ce 





ist: 
(2,31) = 0, 
ob 
dc 
(2,33) = u 5 
ü 0a ob 
Setzi man daher der Kürze wegen (wie fortan stets) di: bi, 
A ck 
Erik so verwandelt sich die Formel (50.) in die erste des folgenden 
h 
Systems: 
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Ei, bb, Ae, Em do, | 
(51.) dp = cc, 49, ee Je, 
Bi aa, Io, = de, 


in welchem die beiden andern Formeln auf analoge Weise entstehen. Sub- 
stituirt man nun die Werthe (49.) und (51.) in (48.), so ergiebt sich: 


am —(V, 4 ME do, + (W, a 46, 4 (W, BL; .) 2 
52.,\IB = (V, BR. ap, +(V,4 b, +2 “ —) 40: 1 


13 8—=(W, _@,U —)Ag, -- (W. .s AV +(W;+ = 1 2 )49,. 


Nunmehr bleibt schliefslich noch übrig, fo,, 40, Jo; durch IX, AY, 4% 
auszudrücken. Aus den Gleichungen: 


OX OX OX 
da = m + De 7397 
eic. > 











7: 














folgt nach (29”.): 
Ax2 — a, adg, +04 -+ 0,040, , 
Iy = Pıadg + 549, 304g; , 
Az = yıadgı-}y2bAg: + y3c4p; 
und aus diesen durch Auflösung nach «fo,, bAo,, c.4o;: 
ade, = mIe-+P,Ay+yı Az, b4o, — etc., 
oder nach (41.): 
adg, = MM’ (a, cos(MM', 2) +++), bAg; — elc., 
oder nach (29.): 
ade, = MM'cos(MM', r,), bAo, — etc., 
oder endlich nach (42.): 








(53) adıa=4AA, bA,—=AN, cAe, — 42. 


Vergleicht man nun schliefslich die Formeln (52.), nachdem in ihnen für 
Ag, So, fo; die eben gefundenen Werthe (53.) substituirt sind, mit den 
Formeln (45.); so ergiebt sich: 











Neumann, zur Theorie der Elastieität. 315 
































U ,a,/,aW U b,V U ec, W 
a EM 1. — 0 Die re ee a 
u. a '‘ab !' ac?’ U. b ba ’ U; c ca ’ 
E V a,U V b.W, bU V c, W 
(54.) > —— In nn I, — SR Be 2 nn men een are 
v a ab ° DB: b | be ' ba 3 c ch 
WR, — w Ba.’ 42 WR, — W, BR b,V RW, W, 4. ec, U f ur 
a ac b be c ca ch 


Diese Formeln (54.) in Verbindung mit den Formeln (39.) und (40.) stellen 
den transformirten Werth des Ausdrucks & dar. 

Zugleich mag bemerkt sein, dafs aus (54.) unmittelbar folet: 
I o(beÜ) 1 ölcaV) , A lab W) 























55) H=-UIB+B—- — = FE Hrn ne 
Be -): 
56) = (EI -), 
1, -—B, = er ® en 
$. 18. 


Substitution von D in die Formeln für ©. 
Es soll gegenwärtig in der für Q erhaltenen Formel (33.) und (36.) 


(57.) Ocos(O,r) = (B,U), 
et a te am, te 
der eben gefundene Werth des Ausdrucks $ substituirt werden. 
Da nach (39.): 
—= H+2K0-+(K-3%)09-(K-+k)T-+(4K--4k)A 
ist, SO he aus (28°): 











u no 








(T, U)+(2K--2%)(A, U) 


oder, wenn man in dafs, wie sich augenblicklich ergiebt, 
(0, u) = (9,v) = (0, w) = (0); 
dafs ferner, wie bereits in (25.) bemerkt, 
(A, u) = (A,v) = (A,w) = 0; 
und dafs demzufolge nach (28*.) auch 
(Y,U)= und (A,U)=0 
41 * 
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sein mulfs: 
K j 





59) (8,0) = (6, U)+Z*(7, 0). 


Für den ersten dieser beiden Terme giebt die u Formel (36.) oder 





(58.) folgenden Werth: | 
; 1 09V, 8 20V, 0 Fr oO 99V) 
() J — u = na 
0 te ton tan 


oder, wenn man beachtet, dafs in dem Ausdruck ar B,+W, (nach 
(54.)) weder U, noch U, enthalten, und dafs V von den Functionen U, 


V’, #W überhaupt unabhängig ist: 
— 6, wäuch 








V vV(©, U) == _—— rs 1 4- 00, ou, 
oder mit Rücksicht auf (29”.) und Vi: 
abc(9, U) — — abe20(:- I S)+ 2 u (abe=? 
oder: 
abe(9,U) — — 20(b,c+be)4 Z-(2bc 6) 
oder endlich: | 
(60.) abe(9,U) — —— 


In ähnlicher Weise erhält man für den zweiten Term der Gleichung (59.) 
zuerst nach (58.): 
2 oTV o oTV, 0 oTV oO OoTV 
; \— — nn 3 
VE TE TE Ta 00T 








’ 








sodann mit Rücksicht auf die Werthe. welche B,, W, etc. in dem Ausdruck 
TR,’ WU) + (U—D,) den Formeln (54.) zufolge besitzen: 


oO] 
SW, — By’ +U—®,) +2. van U, W,)’ 











ass BU a ee 


oder 


abe(T, U) — — [U — B,)azc+ U, — W,) a,b] HE Sohuntn. hu ı) EI Si (U, —®, ) 


00, 00, 








oder endlich: 


(61.) abe(T, U) = 








det,—B), 9 sah MW) 
2a( E73 + ı). 


Substitnirt man schliefslich in dem Werth (59.) von I vn die eben be- 
rechneten Terme (60.) und (61.), so verwandelt sich die Gleichung (57.) 
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in die erste des folgenden Systems: 


\. K4+3k 869 , Ktk/del,—B) , OU, — WB) 
Qcos (0, = FE 39 SCHE i ), 
»% £ : v le N v B, u... B 2 
(62.) Ocos(QO, Apr x Mi; in ts a( ) ı GEB —U, )), 
h 00, 


80 , KLk/ObB, — daB, 
Ocos(0, 1 7) = ie 0 Hr /A 1 U,) | di V,) 


) 
op; 








"1 | a 
C O, ( O, 


be 








OB, Oo Q, 








ab 00, ! 00, 

in welchem die beiden andern Gleichungen auf analoge Weise abgeleitet 
werden können. Um die Transformation der Formeln für die Kraft @ zu 
vollenden, würde nur noch erforderlich sein. dafs man in diesen Gleichun- 


gen (62.) für 9, —W), (W—U,, W—B,) die in (55.) und (56.) 
angegebenen Werthe einsetzt. 


5 38 
Subslitution von D in die Formeln für P. 
Nach (33.) und (36.) ist: 
(63.) Pecos(P,r) = g.(b,U),, 








(64.) (B,U) = a7 eos v,T,)- a deos u.) = CCOSv, T,). 
Beachtet man nun, dafs (nach (54.)): 
au __ 98 08 1 ou 09, __ 08, 1 
ww. Ba 34 [0 DO 0 3 
ou, _ 08, 08, _1 
öl or, 283W, « 


ist, und dafs ferner ( ebenfalls nach (54.) ) alle andern Ableitungen der 
9 Gröfsen U,, U,, ... W, nach irgend einer der 9 Gröfsen U. Ü;.... W, 
Null sind; so ergiebt sich augenblicklich: 

SD A18D 80 190 9b 10B 

U am’ U, vu U, ea, 
Hierdurch verwandelt sich die in (63. 64) für P aufgestellte Formel in die 
erste des folgenden Systems: 














oD 








oD oD 
Pcos(P,t,) = 4 zu, cos‘ v0) + ——cos(v, 7) + =— cos (v, T;)). 
1) / | aU, 14 | oU, 3 /J 
N oF ;@ ‚ 0» DD 0 ( I ) n 
’ — g o / \ \ /y \ 








Ä 30 ee 
Pcos(P, r,) = ‚ea cos(v, T,)- cos/v, T;) am cos lv, 1): 
\ 


oM, > oW, C 3 
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ın welchem die beiden andern Formeln in ähnlicher Weise zu erhalten sind. 
Vergleicht man diese Werthe der Pcos‘/P,r,) mit den in (22.) für die P, 
aufgestellten; und beachtet man, dafs (nach (39.) und (40.) ) der trans- 
formirte Werth von & aus den 9 Gröfsen U,, U, ... W, ganz ebenso zu- 
sammengeselz! ist. wie der ursprüngliche Werth von $ aus den 9 Gröfsen 
is Mon... 4,3 so Ist klar, dafs die hier erhaltenen Formeln (65.) den dort 
aufgestellten (22.) vollständig analog sind, dafs nämlich die einen Formeln 
in die andern übergehen, wenn man die Buchstaben &, y, 2, %., %, ... @; 
‚U.U,....%, vertauscht. Die Formeln (22.) sind 


identisch mit denen in (26.). W .. man also die Transformation der For- 


vespeclive wh %, Tor % 
weln für die Kraft P vollständig durchführen, so hätte man nur in jenen 
Gleichungen (26.) durchgängig r. y, 2, %. %. ... 0, mit 7. 7. 73, U,. 
1. ... MW, zu vertaaschen. und sodann schliefslich für U,. U... ... I, die 
in (94.) aufgestellten Werte zu substituiren. 


Halle. im October 1859. 
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Theorie der eireularpolarısirenden Medien. 
(Von Herrn A. Glebsch zu Carlsruhe. ) 





In 25°" Bande der Comptes Bendus hat Cauchy das System von 
Differentialgleichungen, welches der Moleculartheorie zufolge die Bewegungen 
eines elastischen Mediums darstellt, durch Hinzufügung gewisser, physikalisch 
noch nicht vollkommen erklärter Terme für die Darstellung der Erscheinungen 
der Circularpolarisation brauchbar zu machen gesucht. Indefs ist mir nicht 
bekannt .. dafs die vollständige Theorie jener Gleichungen, welche ein viel- 
faches Interesse darzubieten scheint, jemals irgendwo gegeben wäre. Ich 
habe daher eine solche Darstellung im Folgenden unternommen, und dabei 
auch jene Fälle nicht aufser Augen gelassen, welche den zweiaxigen Krystal- 
len analog sein würden. Denn obwohl bis jetzt keine zweiaxigen Krystalle 
bekannt sind, welche die Erscheinungen der circularen Polarisation aufweisen, 
so scheint es doch nicht unmöglich, ja fast natürlich, dafs dergleichen in der 
Natur existiren, so wie der Quarz ein Beispiel für die einaxigen darbielet. 
Vor allem aber erfordert die elegantere und übersichtlichere Darstellung der 
Theorie die Behandlung des allgemeineren Falles, woraus sich dann die 
Theorie der einaxigen Krystalle auf die leichteste Weise ergiebt; so wie denn 
die Macculaghsche Theorie einen äufserst einfachen Fall der gegenwärtigen 
Resultate darstellt. 

Ich habe zugleich versucht, die Gleichungen auf eine Weise zu deuten, 
welche von der früher versuchten wesentlich verschieden ist. Aber es scheint 
aulser Zweifel, dafs die Versuche von Cauchy und Laurent, aus der blofsen 
Molecularanziehung diese Gleichungen zu erklären, verwickelt und gezwungen 
ausgefallen sind, und dafs es nicht unpassend sein dürfte, eine einfache Er- 
klärung an die Stelle zu setzen, wenn auch dieselbe den Boden der blofsen 
Molecularanziehungen verläfst und einige Verwandischaft mit dem Weber- 
schen und Ampereschen Gesetze zeigt. Ist doch auch das erstere vor nicht 
langer Zeit von Herrn Neumann mit Erfolg zur Erklärung derjenigen Drehung 
benutzt worden, welche die Polarisationsebene durch den electrischen Strom 


erfährt *). 





*) (6. Neumann, Dissertation, Halle 1858. 
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Ich beginne damit, die Cauchyschen Gleichungen in derselben Weise 
zu begründen, wie es von Cauchy selbst im 30°" Bande der Cosmptes 
Rendus geschehen ist. 


S. 1. 


Aufstellung der Gleichungen. 


Es seien &, y, *& die Coordinaten eines Molecüls in der Ruhelage, 
Li Yıs 2%, die eines benachbarten, m, mn, ihre Massen, u, v, w und 
%,. ©, 0, die Projeclionen ihrer Verschiebungen auf die Coordinatenaxen. 
Die Bewegungsgleichungen für das System von Molecülen sollen so beschaffen 
sein. dals die Beschleunigungen eines Molecüls sich als lineare Fnnctionen 
der relativen Verschiebungen der übrigen Molecüle darstellen, so dafs also 
die Form der Gleichungen folgende ist: 


U’ 2 \ 
ar ml u -Wrb m—v)+e (ww), 
d’v 
(1.) > Im, (a (uw — u) -b (vn —v)+c (w—w)). 
ii 
IE — Im, (a (u — u) +b" (u, —v) +c"(w, — w)), 


wo die Summe sich auf alle Molecüle »n, erstreckt, und a, db, c etc. nur von 
den relativen Coordinaten der Ruhelage 
U, —-8, Yızy 42 

abhängig sind. Die gedachten Eigenschaften finden sich sämmtlich bei den 
oewöhnlichen Gleichungen für die Bewegung eines Systems von Molecülen, 
wenn sich dieselben nach irgend einer Function der Entfernung anziehen. 

Die Beschleunigung in irgend einer durch die Cosinus «, , y ange- 
deuteten Richtung soll nun allein von den geometrischen Beziehungen abhängen, 
welche zwischen dieser Richtung, der Richtung der ursprünglichen und der 
späteren Verbindungslinie der Molecüle »n, m, eintreten. Diese drei Richtun- 
ven sind gegeben durch die Projectionen 


| 


0% a —T 2 — + m—U 
P Yı-y yı-ytu—v 
y a—2 211 — 2 +w—w; 


und die geometrischen Beziehungen kann man repräsentirt denken durch die 


relativen Entfernungen 
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n N, \9 I \2 
= (at y-y +2)? und 
= ana WHNrta- Hat —w), 


) 


zu denen die analoge Gröfse «@--/P°-+-y’==1 hinzutritt; so wie durch die 
Producte der Radien mit den Cosinus der von zweien der Richtungen ein- 


geschlossenen Winkel: 


(ne A Aa 
2\ X TC) \ P\yı y) | Y\3ı 3), 


/ a ] \ | “ / = ” “ + | Ar > [>27 [) \ 
em — er m—u-- Pl —y+u—v)+ya—z + w—w), 


’ 


/ » eo‘ / Pr “ | 4 28 \ | f 5 ‘ ‘+ | “ % 
y-ynyt+an—0)+ 2) + mw). 


(2X, —X) 2, —X - u — u) -1 L; 
Die Beschleunigung in der gegebenen Richtung: 


” ur ER u. 
 — j} — Ay — 
” er "Ze ES 


a; / \ I? ! u. A Mr "EN; a DL! ar „ s: 5 \ 12 | u 
—= 2m ((w—u)(aea-+pa-—-ya')--(v—v)(ab-+Pb+yb")+(w—w)(ac-+Pe--yc")) 


darf also nur von den sechs Gröfsen 





e++y’—=1, run —u)+(y—y)vm—d)+ (2 —2)w,—w), 
3,3), 0 (2,2) 4 P(yı—y)- Y %—2), 

I fa .\2 f “ I/n .\ |_arı ER 

+(w—w), 0(u— u) + P(v,—v) (ww) 

abhängig sein, welche die oben aufgeführten sechs Gröfsen ersetzen, so wie 
von beliebigen Combinationen derselben. Unter den letztern verdient nur 


eine hervorgehoben zu werden, nämlich die Determinante 
a 2-r w—u 


d4=|P Yı-y uv-—v|, 


mn 


yRAa—3 w-w | 





deren Quadrat sich rational durch jene Gröfsen ausdrückt, und welche der 
einzige rationale Ausdruck ist, welcher durch irrationale Operationen aus den- 


selben erhalten werden kann. Da nun ferner aber die gesuchte Beschleunigung 
we rational und linear 





sich offenbar in «, P, y, so wie in u —u, m, —v, w, 
ausdrückt, so bleibt nur übrig, dafs der Ausdruck unter dem > sich als 


lineare Function der drei Gröfsen 
(u — u) + (vw —v)+y(w— w), 
ea, -2)--Ayı-y)+ya-2)Hor-2)u-u)-(y-y)vı-v)+(21-2)wı-Ww)), 4 
darstellen mufs, deren Coefficienten allein von r abhängen und durch y(r). 


w(r), x(r) bezeichnet sein sollen. 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 4, 42 





(?.) 
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Vergleicht man daher diesen Ausdruck mit dem Ausdruck der ge- 
suchten Beschleunigung, so findet sich: 


a y(r)+w(r)o, — x), 
dd NED NN er) 


\ 


en NM-NHIYNA-NaM—R), 


b = — (NAH —2)+ylr) mn —E)(Yı—Y) 
’ = yern)+Yr(n—yY 

"= er) —r)+Vlr) 1 —2)(yı—Y) 
e = ın)(y-yY)rYr)am — 2) — 2), 


c er) a) FUN NA— 2), 

p(r)--w(r)(2, — 2)”. 

Und demnach nehmen die Gleichungen (1.) folgende Gestalt an, welche den 
gestellten Bedingungen auf die allgemeinste Weise entspricht: 


\ 


| 





= Em [ed HU) EHE HR) 
TREINR—)—-&—2) —V))) 
= Em [ale + NE ER) 
12a 2) md), a), —W)) 
> —= Im, |[y(r)(w, —w)+tulr)(z, —2) Kar, x) (u, —u)+Yy, re, —o)+2, —2)(w, —w)) 


Tre) I) —u))]. 
Nur durch die letzten Glieder unterscheiden sich diese Gleichungen von den 
gewöhnlichen Gleichungen für die Bewegung elastischer Medien. Denn ob- 
wohl dieselben eine Beziehung aufstellen zwischen den Functionen p(r) und 
w(r), so ist doch dieser Umstand unwesentlich, da er auf den ferneren Gang 


der Untersuchung durchaus keinen Einflufs übt. 


$. 2 
Physikalische Deutung der Gleichungen. 
Ich will versuchen diese von Cauchy für isotrope Medien aufge- 
stellten Gleichungen einer physikalischen Deutung zu unterwerfen, wenn auch 
die Ilypothese etwas gewagt scheinen mag, welche sich mir zur Aufstellung 


der Gleichungen dargeboten hat. 
Nehmen wir an dafs zwar in jedem Augenblick die Molecüle sich 


nach einer Function f(r) der Entfernung anziehen, dafs aber aufser- 
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dem durch die Bewegung selbst auf irgend eine Weise in denselben in 


jedem Augenblick eine (nicht wieder verschwindende) Kraft erregt wird, 


welche senkrecht gerichtel sein soll gegen eine, der Verbindungslinie und 
der relativen Geschwindigkeit gleichzeitig parallele Ebene. Da sich die 
Cosinus der Verbindungslinie gegen die Axe verhalten wie 

2 —- cm —ury —yuy—v:, — 2 w—w, 
die Cosinus der Richtung der relativen Geschwindigkeit aber wie 

d(u—u) , d(v,—v) , d(w,— w) 

dt A di dt ; 
so sind die Cosinus der Normale derjenigen Ebene, welche beiden Richtungen 
parallel ist. mit Vernachlässigung von Gröfsen höherer Ordnung. proportio- 








nal mit 




















ie „dw— w) = , div —v) 
Hr» di u 
/ d(u, — u) / \ d(w, — w) 
(9, X 2,2) z 
Zu ) dt u, / di 
d(v, — ev) d(u, — u) 
(r — GP ) EIER a f ’ 
ET > it Fine ve 


und damit die Summe der Quadrate gleich 1 sei, mufs man diese Gröfsen, 


um die Cosinus selbst zu erhalten, dividiren durch 

+rrsing, 
durch » die relative Geschwindigkeit der Molecüle bezeichnet, durch « aber 
den Winkel, welchen deren Richtung gegen die Verbindungslinie (r oder o) 


der Molecüle bildet. 
Dieses Nenners wegen nehme ich nun an, dafs die gedachte, in 


jedem Augenblick ‚entstehende Kraft proportional ist einer Function der 


relativen Entfernung Fr) und derjenigen Componenten vsina der re- 
lativen Geschwindigkeit, welche gegen die Verbindungslinie senkrecht ist. 


Dann sind die Componenten der Kraft, welche in dem Zeitmoment dt 
entsteht. offenbar 


mm, Ein) (yı — y) (dw, -- dw) — (2, — x) (dv, — dv), 


Y 





” 


mn, er. (2, — 2) (du, — du) — (2, — x) (dw, — dw)\. 


(2, — x) (de, — dv) — (y,— y) (du, — du)). 
42 * 





F(r) 
mm, —, 
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Um daher die Componenten zu finden, welche auf diese Weise vom Beginn 
der Bewegung, wo alle v, v, w Null sind, bis zu einer beliebigen Zeit ent- 
standen sind, hat man nur zu integriren, und erhält 


F(r) 


r 





mn, K—y)ımn -— w)— (2, —2)(v, —v), 


Fir) ., 
mm, u (2, — 2) (u —u) - (rn, — ı)(w — w)}, 


Fir). ' 
mm, 7) (a, —2)(w —v) (ya —u)}, 





welches genau die zur Bildung der letzten Glieder in (2.) nothwendigen 
Componenten sind, wenn man durch 4(r) die Function 
F(r) 


Y 





ze) = 
bezeichnet. Da die andern Glieder der Gleichungen (2.) aus der Function f(r) 
auf sehr bekannte Weise erhalten werden, so sieht man, dafs in der That die 
angenommene Hypothese genügt um auf diese Gleichungen zu führen. Ich 


wende mich aber dazu aus den Gleichungen (2.) die Folgerungen zu ziehen, 
welche die aus ihnen erklärbaren Lichterscheinungen umfassen. 


$. 3. 
Einfachste Integrale. 
Nach dem Vorgange von Cauchy setzt man die Integrale der Glei- 
chungen (2.) und ähnlicher aus particularen Integralen zusammen, welche die 


Gestalt haben 


271 “ 
—(ax+py+ty=:-mt)y— 


u Ae' 3 
27T 
‘ — — (ax +fy+yz—mt)y—1 
(3.) v — Be’ ; 
277 9 
RE text+pytyz—mi)y—i 
w —= Ce’ 


Darin sind A, B, Ü reelle oder imaginäre Gröfsen, welche für alle Molecüle 
die nämlichen Werthe haben; ferner «, /, y, 4 willkürliche reelle Gröfsen. 


welche die Bedingung 


tt 


erfüllen. Wenn man sodann von den Ausdrücken (3.) nur die reellen Theile 


zurückbehält, so stellen sie reelle Bewegungen dar, «, , y sind die Cosinus 


der Normale der Wellenebene gegen die Axe, 4 die Wellenlänge, m oder 











rs ui 

















ER a ua 


Clebsch, Theorie der eircularpolarisirenden Medien. 325 


der reelle Theil von »n die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle. Es 
kommt zunächst darauf an die Beziehungen zu ermitteln, welche zwischen 
diesen Gröfsen eintreten müssen, damit w, v, w als parliculare Integrale der 
Gleichungen (2.) angesehen werden dürfen. 

Führt man die Ausdrücke (3.) in die Gleichungen (2.) ein, so kann 
man denselben sehr leicht folgende Gestalt geben, welche im Folgenden zu 
Grunde gelegt werden soll: 

(“ (mu) = c1A+c,B+c,;C+(C—B)y—1, 
(4)  <Blm’- u) L6B+ co, C+,4—- aC)y—1, 
[Cm u) = A+c,B-+c,„C+( B— a A)y—1. 


\ 
S 
[N 


Darin sind « und die Gröfsen e durch die drei Grundfunctionen 


) 











a 2 Zach 
u = yo; In, p (r) ei -x)+Pl(yı -Y)+rla—2)]l - ; it 
a | HR Nr 
Hz 4 vr) y 7 er 
> 
| ARTE 
(3.) / \ | I / 1} / ) Ir Y- 4 *) 
len - 2) HP -NY+ra- HT) |: 
N Z la HAN -N+ra I 
I == See Imy(r)\e er 
2zy—i\ 





. 


ws / »\ g I / ? ad arl “> 
[a + Rn —N)+ra-21 | 


in solcher Weise ausgedrückt, dafs 











un, SOMMER... SEE... 
mg mg: Hz 

1 MH DK 
(6.) (2a = SE, a, m, = —— 
oß oyoa ’ op 

ET; u (>). > 


ce = 12 9g0ß° 5. . 

Denkt man sich das Medium homogen und die Summen (5.) ausge- 
führt, so werden dieselben nur von den Gröfsen «, /, y, A abhängig, nehmen 
aber für alle Punkte des Systems dieselben Werthe an; wodurch die An- 
nahme gerechtfertigt ist, dafs A, B, C, m gleichfalls für alle Punkte des 
Systems die nämlichen Werthe erhalten sollen. 

Wenn man aus den Gleichungen (4.) die Verhältnisse der A, B, € 
eliminirt, so findet sich eine cubiscne Gleichung für m’. Man sieht also, dafs 
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eine Welle von gegebener Richtung und Wellenlänge sich mit drei ver- 
schiedenen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten bewegen kann, welche den drei 
Wurzeln der cubischen Gleichung entsprechen, und zwar nach beiden Seiten 
der ursprünglichen Welle, da das Vorzeichen von »n selbst noch unbestimmt 
bleibi. Das Resultat der Elimination ist die Determinante 


| C—mn —u 2 — 6 y—1 Ca + &y—1 

(T.) 0 =— | Ci -- Cz } —) CH — ın° Zi Ca, —C, y—1 ee 0. 
| 
6; — Cy—1 3 + 0, y—1 (33, — m — u 





Bezeichnet man aber durch 4 diejenige Determinante, welche man erhalten 
würde. wenn die von der Circularpolarisation abhängigen Glieder nicht vor- 


handen wären. 





(8) 4 = ie CH— mM —U  Cy 
ki: Dis Cm — u 





und durch / die Function. welche für die e,,. &, €, von der zweiten Ord- 
nung ist, und als deren Determinante ./ angesehen werden kann: 


9) A= Glcn— m — u) + (Ca — m — u) 6(0,, — ın? — u) 

+ 2036,63 + 203,636, 4 26266, 
so nimmt die Gleichung (7.) ohne Weiteres die Form an: 

(10) S=-4—-A1=0. 

Diese Gleichung hat merkwürdige Eigenschaften, wodurch sie und die Glei- 
chungen (4.) als eine natürliche Erweiterung derjenigen Gleichungen erschei- 
nen, auf welche man in der Theorie der Säcularstörungen und in so vielen 
andern Fragen geführt wird. Sind nämlich die Gröfsen ce sämmtlich reell, 
so send die Wurzeln der Gleichung (10.) gleichfalls immer reell; und 
sind etwa noch zwei dieser Wurzeln einander gleich, so reduciren sich 
die Gleichungen (4.) auf eine einzige, sobald man für m’ eine dieser 
gleichen Wurzeln einführt. 

Die Realität der Gröfsen e soll im Folgenden immer vorausgesetzt 
werden. Hierzu ist es z. B. hinreichend, wenn auf jeder durch ein Moleecül 
gezogenen Linie die von ihr etwa innerhalb der Anziehungssphäre getroffenen 
Molecüle sich symmetrisch vertheilen. Denn wenn man unter dieser Voraus- 
setzung die Exponentialgröfsen in u, H, K nach Potenzen entwickelt und 


die Summe ausführt, so entspricht jedem Punkte », ein anderer, dessen 





m 
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relative Coordinaten 2,— x, yı—Yy, &3—% sich von denen des ersteren nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. Indem man daher das von solchen 
Punkten herrührende zusammennimmt, zeigt es sich, dafs alle Glieder, welche 
ungerade Dimensionen der relativen Coordinaten oder ungerade Potenzen von 
y—1 enthalten, sich gegenseitig zerstören, und dafs die Funclionen u, H, K 
daher nothwendig reell sind; ebenso aber dann auch die ec, welche durch 
Differentiation aus diesen fliefsen. 

Ich werde aber die oben angedeuteten Sätze nunmehr zunächst nicht 
an dem System (4.) sondern an dem allgemeinsten System beweisen, wel- 


ches sich in analoger Weise aufstellen lälst. Dasselbe ist folgendes: 


A,r = (61, 4, - 624: + Ci3 4; - a - C„ An) 
+ y—1 (di, 4, + 2 A: - bi; 4, + ar bi. A.) 
ey (Eaı d, | 62 A, a 6 4; 4 ige | €, A.) 
(1 1.) k + y-i (ba, A, 1 b»; 4, + b»; 4; + er 2 b», A.) 


A,„2 = (0, A, + lm Ar+ 6,, A; ++ c,,A,) 
+y—1(,4,+0: 440,4; +. -15,.4,); 
wobei 
(12) ao, da+bu—=0, b;—=0, 

so dafs die ce die Elemente einer symmetrischen Determinante, die d dagegen 
die einer Determinante bedeuten, deren gegen die Diagonale symmetrisch 
liegende Elemente entgegengesetztes Vorzeichen haben. Das System (11.) 
geht für n—=3 in das System (4.) über, wenn 





sb, —b3, Go = Pa —b;» (, = b>, = — b.» 


gesetzt wird. 
Da die Grölsen ce, 5 sämmtlich reell vorausgesetzt werden, so kann 


man selzen: 
(13) 4 = P;+ 0, y—1, 
und das System (11.) in die beiden zerfällen: 
(14) P;, x = („P,+%P:.+"+c,P,)— (6,09, +5,04. -+5,0,). 
V;2 = (6, O4 02, ++ 0,0.) +06, P+5&,P,-+.-45,P,). 
wo denn die P, 0 sämmtlich reell sein können, sobald & reell ist. Ist ferner 
x' eine andere Wurzel der Gleichung vom n‘“ Grade 
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Malt yi—r 2 t+bey—1 ed; y—1 ... Cu+bi, y-i 
+, y—1 Ca+ba yI—r Ye bay—1... er; Yo y—1 


(15.) 
ie WER 











C.t+b,y—1 e. a — 6 a .. Cant Bi —1—ır 
welche man für x aus (11.) durch Elimination der A ee und sind P', O0 
für x’ dasselbe, was P, Q für x, so ist auch 
P;x' = (c„Pi+erP:; een ‚(9402.04 +b; 2 
O;2' = (1,0, re 3 +" r 6 0.) -+ - (6, P, +b; P,{ . b,P.); 
und wenn man nun diese en mit O:, P,, die EN (14.) mil 


0:, P! multiplieirt, so erhält man leicht nach einem bekannten Satz über die 
homogenen Functionen zweiter Ordnung die Combinationen: 


(„—-a) 3; P,P: S,.3,b,(P;0Q,— Q,P!), 
(—2')3;0;0; 3; 3,0, (P,O;— O;P;), 
(e—z')2;0;P; 3;3,b,(PıP;+0;,0,). 
(—2)3,0;P; = — 3; 2,64(P;Pı-+ 0,0:) 


Da nun die rechten Theile nach (12.) ihre Zeichen ändern, wenn man die 


\ 


| 


| 


Indices?, Ak vertauscht, so folgen hieraus, wenn x, x’ von einander verschieden 
sind. die Gleichungen 


(16.) 


\ 


&,P,P! + 2;0;0; = 0, 
=; P,0:— 3;0;,P; —=h, 
welche Fundamentaleigenschaften des Systems (11.) angeben. 

Die erste Gleichung (16.) zeigt, dafs alle Wurzeln der Gleichung (15.) 
reell sein müssen. Denn hälte x die Form «&+Ppy-—1, so könnte, da die 
Coeffieienten in ‚8 offenbar sämmtlich reell sind, x’ die Form @&—Py—1 an- 
nehmen. Dann könnte man aber auch setzen 


P;= R, Sy, 0;=T;+U;y-1, 


P=R-Sy4, G=-T-UY-, 
und die erste Gleichung (16.) ginge über in 
S(R+S4 TUN = 0, 
was unmöglich ist, da die A, S, T, U sämmtlich reelle Gröfsen bedeuten. 
Sind aber zwei Wurzeln der Gleichung S—=0 einander gleich, 


so reduciren sich die n Gleichungen (11.) auf nicht mehr als n—?2 von 
08 





einander verschiedene. Es mufs nämlich alsdann aufser S' auch noch 


E73 











Clebsch, Theorie der eircularpolarisirenden Medien. 399 


verschwinden. Bezeichnet man nun durch S;, die Differentialquotienten der 
. Ey . . . . 4 . 08 

Determinante S nach ihren einzelnen Elementen, so ist die Gleichung — — 0 
COX 


identisch mit der folgenden: 
(17) SutIat+t... +8. = 0. 


Da aber ÖS verschwindet, so kann man bekanntlich immer solche Gröfsen 
Pı> Yı> --. bestimmen, dafs 
I =P:9; I; pri 

Nun zeigt der blofse Anblick von S, dafs S,; und 8;, sich nur durch das 
Vorzeichen ihres imaginären Theils von einander unterscheiden. Man kann 
daher auch die », 4 immer so bestimmen. dafs zwischen p;, g; nur derselbe 
Unterschied stattfindet, d. h. dafs 

v7 

p=wPy-h = Pıy—l. 


Führt man nun dies in (17.) ein, so erhält man 


_ = 5 
2;(0;--Pj) = 0, 


d. h. alle ©, 5 müssen verschwinden, mithin auch alle S;,; und dies giebt 
genau die oben bezeichnete Eigenschaft, dafs die Gleichungen (11.) sich auf 
nicht mehr als n—2 reduciren. 


Hierdurch sind die beiden angegebenen Sätze auch für das System (4.) 
und die Gleichung (7.) bewiesen. Indefs ist es zweckmäfsig, den ersten der- 
selben noch direct aus der Form (10.) abzuleiten, was sehr leicht ist, und 
was zugleich Grenzen für die Lage der Wurzeln angiebt. Zu diesem Ende 
denke ich mir drei lineare Verbindungen a,. @&, a, der &,,. &, €, so be- 
stimmt, dafs die beiden identischen Gleichungen erfüllt werden 


| 


> 0;6,C; ha; -- 1,05 - A: 


1} 


2 „2 2 6, 2 
1 - C5 4 C; d, “r 47 d;. 


| 


Nach der Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung ist dies immer auf reelle 
Weise möglich; und zwar bestimmen sich die A aus der cubischen Gleichung 





Cut, En» C3 
Cy1» Ca—h, 63 —=(, 
Cz» 03% 63 —4 





so dafs man offenbar die identische Gleichung hat: 
A—= (—m’ — u) (,— m’ — u) (, — m’ — u). 
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Daher nimmt die Gleichung (10.), indem man diese Werthe in dieselbe ein- 
führt, die Gestalt an: 
— (,—m— u), —m— u), — m’— u) 
— ak, —m’— u) —a(,—m’— u)— a3 (y—m’— u). 
Setzt man hier der Reihe nach m’ +u=-+», 4,, 4, — und ist 4, >A,>4, , 
so findet sich der Ausdruck rechts abwechselnd positiv und negativ. Und 
dies giebt also den Satz: 

Von den drei Wurzeln der Gleichung (10.) ist eine gröfser als 
die gröfste Wurzel der Gleichung 4—=0, eine andere kleiner als die 
kleinste Wurzel jener Gleichung, während die dritte zwischen der yröfs- 
ten und kleinsten Wurzel derselben liegt. 


$. 4. 
Bewegungsellipsen für die drei Wellen. 
Um die wirklichen Bewegungen anzugeben, welche den Integralen (3.) 
entsprechen, hat man nur diese auf ihre reellen Theile zu reduciren, welche 
den Bewegungsgleichungen für sich genügen müssen. Hierbei ist zu be- 


Inmt 


. . ” . Yon] 
merken, dafs die A, B, C einen gemeinschaftlichen Factor e ? enthalten 
können, welcher wegen der darin enthaltenen willkürlichen Constante 7 ganz 


beliebig ist. Setzt man also 


A— (A1Ay1)e ti 
17) ‘B=(B-AB'y-1)e! 


vi 


C= (C’+C"y-N)e* , 
so werden die reellen Theile von (3.) folgende: 


u— A cos( tt en 2) — A” sin ee 2), 














) 
(18.) v—B cos (Tr ee 2) — B'"sin Eehr iz ein u 27) } 








w — C'cos(EFPrt 2 2) — "sin (rSArIE 9 2) - 


wenn, wie im Folgenden vorausgesetzt werden soll, »n reell ist. Für die 
Bewegungen, welche den beiden andern Wurzeln der cubischen Gleichung 
entsprechen, sollen m, 7, A’ etc. die Indices 1, 2 erhalten, und auch diese 


Wurzeln sollen als reell betrachtet werden. 








u er 
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Die Gleichungen (18.) stellen eine Ellipse dar, deren Mittelpunkt in die 
Ruhelage des bewegten Molecüls fällt, und deren Ebene durch die Gleichung 


(19) 0 = u(B'C"— C'B")+v(C'4"— ACN-{w(A4'B"— BA) 
ausgedrückt ist. Diese Ellipse hat ferner zwei conjugirte Durchmesser, 
deren Endpunkte die Coordinaten A’, B’, C’ und A”, B”, CE” haben; denn 
um den Endpunkt des Durchmessers A’, B’, EC’ zu finden, hat man nur 
or Py+yz—m(t—r) gleich Null zu setzen; und man erhält für eben 
diesen Werth dann leicht 

du: dv: dw = 4":B':C"; 


d.h. die Tangente am Endpunkte des einen Durchmessers ist dem andern 





parallel, daher die Durchmesser conjugirt, wie es sein sollte. 


Die Curve aber, welche die Gleichungen (18.) darstellen, bleibt un- 
geändert, wenn man das Argument des sin. und cos. um eine beliebige 
Gröfse # vermehrt und vermindert. Setzt man dann der Kürze wegen 


2) = = (exe + ßPy+yz— m(t—r)) —9, 
so gehen die Gleichungen (18.) über in 
u — (4'c0os$— A” sin 9) cos U — (A’sin$ + A"cos9)sin, 


(B’' cos$— B" sin 9) cos U— (B’sin$-+- B" cos 9) sin U, 
(C' c0os®— C" sin) cos U — (Ü’sin$—+C" c0s9) sin V. 


\ 


(21.) 


| 


w 


Diese Formeln stellen, da 9 ganz beliebig ist, die Curve dar, bezogen auf 
ein beliebiges System conjugirter Durchmesser, deren Endpunkte die Coor- 
dinaten haben: 


A'cos$— A"sin9, B’cos$— B"sin9, C’'cos$— C"sinY, 
A’'sin®-+ A"cos9%, B’sin$®-+B"cos9, C'sin® + Ü"cos9. 
In den drei Ellipsen, welche den drei Wellen angehören, kann man nun 
immer leicht drei Radien angeben, welche gegen einander rechtwinklig sind; 
denn wenn man diese als erste conjugirte Durchmesser in die Bewegungs- 
ellipsen einführen will, so hat man nur 9%, 9,, 9, so zu bestimmen, dafs die 
drei Richtungen, deren Cosinus sich verhalten wie 
A'’cos$ — A'sind, B’cos$ —B"sin9, C’cos% — C”sin, 
A,cos9,— A\sinY,, B,cos9%, —Bjsind,, C,cosI, —C, sin9,., 
A,c0s 9, — A,)sind,, B,cos9,— B}sin9,, ©, c0s9,—C, sin’, , 
43 * 
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Le 20€ 





rechte Winkel einschliefsen. Bemerkt man aber, dafs die Gleichungen (16.) 
alsdann in die folgenden übergehn, welche die allgemeinen Beziehungen der 





Ellipsen gegen einander characterisiren: 

(4,4: BB, + CC) (A, A: -- B/ BC, C,) = 0, 
(AN +4 BB GC) + (4, 4" B/B'CC" — 0, 
RM N BB, +CC)+(4"A) + B"B/-C"C) = 0, 
(AA: + BB} -+ 00) — (4,4, + BB) +CC)) = 0, 
(4,4"-- B,B" - Gehe: + BB, --CC) = 0, 
(NA, N B'B, CC) — (4,4"+B,B"- CC") = 0, 
so erhält man für die 9 die Gleichungen 

AA, + BB, +C/C, 

AA, TB B/+OCO 

A, 4'+B,B'’ + 0,0! 





te (4, + J,) — 








WERE A'LB,.B"LO,O" ? 
ai AA, + BB, -+0'C} 
las. Su; AA/+BB/ HCC ? 


welche offenbar unter allen Umständen neben einander bestehen können. 

In den Gleichungen (18.) bezeichnen aber A’, B’, CE’ noch den End- 
punkt eines ganz beliebigen Durchmessers, da es nur darauf ankommt die 
willkürliche Constante 7 gehörig zu bestimmen, um bei gegebenen Werthen 
von A, B, C jeden beliebigen Durchmesser durch die Coordinaten A’, B’, C'’ 
darzustellen. Ich werde daher in dem Folgenden durch A’, B', C’, A,, B\. C\. 
4;. B;, ©, die Endpunkte dreier Durchmesser bezeichnen, welche gegen 
einander senkrecht gerichtet sind. Es bestehen daher jetzt die Gleichungen 


A) A, + B,B,C/C. = 0, 


(23.) 4,4'+BB-0C' —= 0, 
4A4A4,+BB-CGC =. 
Aus (22.) folgen dann sogleich die andern: 
4,4, +B\B)-CC = 0, 
(24.) 4,4"+B,B" CC" = 0, 
A’"4,+B"B), CC =). 


Und so hat man den Salz: 
Die Durchmesser der drei Ellipsen, welche zu drei gegen einander 


senkrechten conjugirt sind, sind wiederum gegen einander senkrecht. 





‘ “)s 
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Man kann daher jedes dieser beiden Systeme von Durchmessern als 


RENNER 


Axen eines rechtwinkligen Coordinatensystems betrachten; und bezeichnet 
„ı „ 


man die Coordinalen der Systeme durch «, v, w’' und «”, v’, w”, so hat 





man zur Transformalion derselben in das System ®, v, w die Gleichungen : 
jr u" = du-BDv-C'w, p'u" = 4'u+Br-+C'w, 

(25.) pv = Au-+Bv-+Cw, pv" = A,u+Br-Cw, 

|, w — A,u-+ Bv-+ Cw, pw = A,u+B;v-C, w, 


wo der Kürze wegen BO ist 


6) p=yYA+B+C”, p=YA”+BP TO". 


Durch Auflösung der Gleichungen (25.) aber erhält man dann die Formeln: 











A A A. rt. Er l = 
a = == u- _ v - ni 22 — | = > w j 
pP P | P; p Pi P; 
B B' B" B 
Pr > = > , > „ > „ 
(2% ) = — u - — Ü 2. = — ee ee ee 
p Pi Pr pP Pi P; 
Ü' Ü we Go" 6 de Ü u. 
w— —uU" + — v1 —- v0 = —u v1". 
pP Pi P: pP P, P: 


Hieraus ist es leicht die Systeme ', ©’, w und «', vo, ww" durch ein- 
ander auszudrücken. Setzt man den Gleichungen (22.) zufolge 
(4,4+BB+CC = 44-B,B CC =b, 
(28.) inın B, ‚B’"+0C" = Eh ıB' B) CC = b. 
A4,+B'B+CC = 4,4"+BB"1CC" = b,. 


und ferner 


A 1. —-B BB" 1 | -C’C" ap d, 
(29) (AA BB CC, 
AA BB! CC — a. 


so erhält man durch Auflösung der Formeln (27.) nach w. ®’. w' oder nach 
J 3 


1 


di» 
































A 
RE u A 
 _ & b,v" , bw" a ER E...; bw 
p u en zit + y'’ + y'' a p u _— - j" 1 7 i 
} P, P; } pP, pP; 
30 A b, u" da, u N bw u b, u a, PB bie’ 
(30.) pv—=——nT - a er ne or en 
p P, Pa p pP, p, 
bw" bu a,w" bu ,; bw ww 
! ER N / 2 „ Zu N (6, 
| pw = -——- + — + 7 er = L 
p Pi Pa y P, Pa 


Diese Formeln unterscheiden sich von einander nur dadurch. dafs in 
dem einen System p’, p,, P:, wo in dem andern p”, p,, p; auftreten. Bildet 
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man nun die bekannten Gleichungen, welche die Systeme als rechtwinklig 
characterisiren, so finden sich für die Verhältnisse der p’” dieselben Gleichun- 


2 


‚und man hat daher 
ee 
vyPip:p =P':p :P 
oder da die p nothwendig positiv sind, 


Er br Zu ER: 
P :Pı:Pı = P :Pı :P>» 


ven. wie für die der » 


so dafs man setzen kann 


/ f 2 2 

31) p=rp, m=rDp.. 
Da aber die p’ etc. nichts anderes sind als die Längen der conjugirten Halb- 
messer, so folgt hieraus der Satz: 


In jeder der Ellipsen stehen die Längen der gedachten beiden 
Durchmesser ın demselben Verhältnifs zu einander. 


Die «, v, w' werden aber dann mit den «”, ©”, w"” durch das auch 


umgekehrt geltende System verbunden: 














" " .N 

au b,v bw 
ru! = —- 4-44, 

p PP; PP: 

: b,u" av , bw" 
(32.) rr'. vv — - + — - , 
PP, P, PıPr 

" ‚N anf! 

nn bu" , u" , @,w 








| 5® 


PP; PıP2 P 
Bildet man nun die bekannten Gleichungen der Orthogonalität, so erhält man: 



































"ri Eon bb, , ba, ba, __ 
"ie T a a T m . 
E - b? re b,a b,b b,a 

P»’ 'm T A Pt % ru 
b; | b" ı@ „2.2 b,a b,a bb 

. = = 2 = r' ’r : E. nn = 1 — E 
„Tat Pi; p* Tr p; L pP; } 


Die letzten Gleichungen erlauben a, a,, a, durch die Gröfsen db, p auszu- 
drücken, und geben dann 


b,b, 2 h, 2 b,b 2 


b, - ge 
: b,b, b,b i bb, 
we or dp | ET — 56,9, (gr Ton 5 7 b? ” ): & 


272 


en 





(33.) 








und wodurch die ersten Gleichungen übergehen in: 


(34) r’r’—=u, oder rr"— +u. 

















ee 
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Es ist hier nur nölhig das untere Zeichen zu beachten, da man immer dafür 
sorgen kann, dafs « selbst oder das Product 5d,b, negativ ist. Wenn das 
Product positiv ist, so braucht man nur alle A}, B., C! mit —A!, —B;, —Ü; , 
und die A4;, B;, C; mit 4;, B;, C/ zu verlauschen, was erreicht wird, indem 


man in (18.) 7; in 7;- a übergehen läfst, und wodurch die 5 nur ihre Vor- 


zeichen, nicht aber ihren absoluten Werth verändern. Es bedeutet dies nichts 
anderes, als dafs man in jeder Ellipse statt des einen conjugirten Halbmessers 
den andern, stalt dieses aber die Verlängerung des ersten einführt. 

Dies vorausgeschickt, nehmen mit Hülfe der Gleichungen (33.). (34.) 


die Transformationsgleichungen (32.) die Gestalt an: 











u" — u — a 0 = — An G, _ ei .. ‚ot 
ei Ei; h,b pb ' pb, ' Pb; 
(35.) a up, ec Pr 6, a. ww“ rt A f Br, ’ 
w'—ıw — ” 0 — — o g, RT, Be 
up, AP; 
wo noch 0-0" —=0. 


Diese Gleichungen zeigen, dafs ein und dieselbe Ebene 9 —0 oder W’— U 
die Winkel der drei Durchmesserpaure halbirt und senkrecht ist gegen 
die Ebenen der drei: Ellipsen; da für alle Punkte dieser Ebene 


u —=u, !’=v", Wu". 





Die drei Bewegungsebenen schneiden sich daher in einer geraden Linie, 
welche auf dieser Ebene senkrecht steht; und die beiden Systeme recht- 
winkliger Durchmesser sind in Bezug auf diese Ebene Spiegelbilder von 


einander. 
Ein letztes Gesetz erhält man, indem man aus (33.) die Combination 


bildet: 





d pn 
7° _ m _- p° — u r r ° 
1 2 
Es ist nämlich 
oo a 














pi er 2 
pin! VYAr+BPHC VA HB FIR 
nichts anderes als der Cosinus des Winkels, welchen die beiden conjugirten 
Durchmesser einer Ellipse gegen einander bilden. Bezeichnet man daher durch 


&, &, & diese Winkel für die drei Ellipsen, so ist 
(36.)  cose-+ c0s&+cose, — 1. 
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Die Summe der Cosinus der Winkel, welche die ın Rede stehenden Durch- 
messer in den drei Kllipsen gegen einander bilden, :st Kins. 


S. 5. 


Isotrope Medien. 


Die Gleichungen (4.) gestatten eine vollständige Discussion nur dann. 
wenn das Medium isotrop ist. In diesem Falle dürfen die Grundfunctionen 
u, &, H ihre Werthe nicht verändern, wie auch das Coordinatensystem ge- 
dreht werde; d. h. die in ihnen vorkommenden Summen dürfen nur von der 
Verbindung 


A? 





tt A 
r 


abhängig sein. Da aufserdem nach (5.) bei einer Entwickelung nach fallenden 
Potenzen von 4 offenbar «, H, K sämmtlich Mr der 0" Potenz von 4, und 
bezüglich mit der 0", 2”, 1°” von @’-+ 5°-+y° beginnen müssen, so kann 
man selzen 

















u= + "u ee, 
(@’+ A°+y?)’ (a? ar 9? 4 y2 
ze is Lu AuEN ned 1, „2 
- __ 3.$;, (e SE +7’) (@a’+5°+ 7°)’ (e’+6°’+7’)° 
K— ı/k, HU HT he 


Und demnach wird in Folge der Gleichungen (6.): 
er Ah, —=Pyh, a=ak, 
(37.) p—htßh, y—=yal, c—=Pk, 
(3 = h +yW, en ah, 6, = yk, 








wo die Constanten A, A’, k die Bedeutung haben: 
h, h, 
Ah = hut tr er 
h, h, 
ut 654 
h, % 
k—alkh+ 4 Zt) 


| 


(38) 4 


Durch Einführung dieser Bezeichnungen gehen die Gleichungen (A.) in die 
folgenden über: 
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A(m’+u—h) = ah'(«e4-+PB-+yC)-+-k(PC—yB)y—1. 
(39.) B(m’--, Ph (w4A+PB-+y,C)+kyA— eC)y—1, 
C(m’+u—h) = yh(a4A+PB+YC)+k(aB— PA)y—1. 
Um die cubische Gleichung zu bilden, deren Wurzeln die mit m’ be- 
zeichneten Gröfsen werden, hat man nach (10.) die Functionen zu bilden: 


| 


u—h) 








Ba | 2 ph BR 
oh-m-u-+h,oßp4, ayh 
A—= aß, Ph-m’-u+h, By MW — (h-u-m’)‘(h-+-N-u-m’), 
ayl, Pyl%, vh-m’-uth 
ä.-_. Lkr. v3 ,.2 I AR AR Jr 2 A. TI ) 
A—=K [oe (eh —m’— ut+h)+ PP — m — ur h)+y(yYh—ımn’— u-th 


HP h--2P°yW+2y’a’h' 
— k(W-h—u— m‘); 
und die Gleichung (10.) löst sich daher in die Factoren auf: 
er — h+hWH"— u, 
(40) /m—=h—ur+k, 
Um: — h—u-—k. 


Für die erste dieser Gleichungen gehen dann die Gleichungen (39.) über in 
. A B Ü 





” P ’ 
In dieser Welle sind daher die Schwingungen geradlinig und longitudinal; die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit in derselben ist unabhängig von den Constanten 
der Circularpolarisalion, und redueirt sich auf einen constanten Term, welchem 
andere folgen, die den geraden Potenzen der reciproken Wellenlänge pro- 
portienal sind. 
Für die zweite und dritte Welle aber werden diese Gleichungen: 
+AA = ah'(@a4A+ PB-+YyÜ)-+-k(PC—yB)y—1. 
(41.) +kB = Ph’ (aA+PB+yÜC)—-kyA—al)y—1, 
(+kU = yh'(aA-+PB-+YyC)-+ k(aB—PA)y—1. 
Multiplieirt man hier die erste mit «, die zweite mit /, die dritte mit y und 


addirt, so kommt 


(42.) aA+PB-+ryC = 0; 
oder, wenn man die A, DB, CE in der Form (17“.) darstellt: 
eA-+PB-+,C'—=0, 0. "+ßBB"+yl" =0. 
Die Bewegungscurven liegen also in der Wellenebene; die Schwingungen sind 
transversal. Benutzt man aber die Gleichung (42.) und summirt die Quadrate 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft4. 44 
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der Gleichungen (41.), so komm! 
A-+-B-U—0, 
was sich auflöst in 
AA'- BB -. Eu Pa gan 0. A” 4- B’ -- C” ae A” B"-{ Cr, 
Diese beiden Gleichungen zeigen, dafs zwei conjugirte Durchmesser der Be- 
wegungscurve gleich grofs sind und sich senkrecht durchschneiden. Die Be- 


wegungscurven sind daher Areise. 

Nennt man »n,, m, die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten dieser Wellen, 
so findet sich 
k 


h—u 





— [2 . 


m’ -+m; 
Hier beginnt der Zähler mit der ersten Potenz von A, und es folgen 


die ungeraden negativen Potenzen; der Nenner aber beginnt mit einer reinen 
Constanten, auf welche gerade negative Potenzen von 4 folgen. Sind die 
Constanten des Zählers klein, so kann man in dieser Formel die »» zum 
Theil durch den Mittelwerth 


m— yh—u=yk,—u,... 


2 2 
m, —ım, 
2 








ersetzen. und hat dann: 
m—m: _ KAtkAt 
m hu, 
Diese Resultate sind aus einem andern Gesichtspunkte schon von 
Cauchy im 15'" Bande der Comptes rendus pag. 1076 ff. entwickelt worden. 
Dieselben sind hier vorangeschickt, da die Resultate für krystallinische Medien 


sich in erster Annäherung immer auf diese zurückführen lassen. 





$. 6. 
Zweiaxige Medien. Zerlegung der cubischen Gleichung. 
Ich gehe zu dem Fall über, wo sich durch jeden Punkt drei gegen 


einander senkrechte Ebenen legen lassen, gegen welche die angrenzenden 
Molecüle symmetrisch vertheilt sind. Alsdann können die Grundfunctionen uw, 


H, % keine ungeraden Potenzen von «, /, y enthalten. Indem man aber 
zugleich die höhern Potenzen der reciproken Wellenlänge vernachlässigt, und 


jedesmal nur die niedrigste beibehält, wird 
u _— d, 0 4 d; ß° - d; y, 
(43.) k—= 4kh-k,P-+k,y), 
H — ı (@,, a* + Ad; 3* 1 4,Y' 4 24; 6} a y — 24;, y a _- 2A 0 P?). 
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Hier sind die « reine Constanten, während die k der Wellenlänge proportio- 
nal werden. Wenn man diese Werthe nun zur Bildung der e zu Grunde 


legt. so erhält man 





Cı > 3a’A,, -! P° da n. ü 43, 63 = 2y U;. = ol, r 
(44.) „= m +IPant+ Ya, = Ya, = Ph,, 
C; mer Pi dı; + P° daz zn 3Y da; . Ca ken 2oPa;,; . C; —- yk; “ 


und die Gleichungen (4.) nehmen die Gestalt an: 


| | 


+ y—1(Pk,C—yk,B), 


0 = A(o’a,-+ P’aa-+ Y’az — m’ — u) + 2a (a Aa,, -- P Ba, -+ yCa,;) 


0—=B(o’ a, + Pan +Y’ az — m’ — u) +2P(aAa.-+ P Ba, - 7Ca;;) 


45. 
(45.) +y—1(yk, A— ak,C), 


\ 


0 = C(aa; + Pray + ya; — m’ — u) + 2y (a Aa; + PBa,-+ yCa,,) 
| a; 1 (ok, B v PR,A ). 


I 


\ 


Da aber in der Natur alle krystallinischen Medien sich nur sehr wenig von 
unkrystallinischen unterscheiden, so darf man in diesen Gleichungen annehmen, 
dafs die “,,, 4, etc. sich von einem Mittelwerth « wenig entfernen. so dals 
die Dilferenzen «,— 4,, etc. gegen die Gröfse « sehr klein sind. Dasselbe 
von den Coeflicienten 4 vorauszuselzen, scheint vorläufig darum mifslich, weil 
diese Coeflicienten selbst sehr klein sein werden, nämlich von der Ordnung 
der oben gedachten Differenzen. Doch führen die folgenden Betrachtungen 
darauf, auch die Differenzen der & als klein gegen den mittleren Werth der- 
selben anzunehmen. 

Es kommt zunächst darauf an, die cubische Gleichung für m’ zu ent- 
wickeln, welche die Wellenfläche darstellt, d. h. die Fläche, deren Radien die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der gegen sie senkrechten Wellen darstellen. 
Zu diesem Zweck sind die Functionen 4 und A zu bilden. Es hat 4 den 


Ausdruck: 





2 Ay) „2 2 yo 
3er at Pant yYaz-m-u, 20a; , 20/4; 
k 2 „2 2 A, 
4—=|20Pd;. 104 Aa+3P day dm U, 2P7 dos ® 
20y 435: 2 ya , A +-Pa3--Iyaz-m’—u 





Die Untersuchungen von Cauchy und Neumann haben gezeigt, dafs 
dieser Ausdruck unter gewissen Annahmen in einen Factor zerfällt, welcher 
für m’, a’, 9°, y’ vom ersten, und einen andern, welcher vom zweiten Grade 


44 * 
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ist, und von denen der letztere in der Theorie der geradlinigen Polarisation 
die Fresnelsche Wellenfläche darstellt, während der erste für die Lichter- 
scheinungen ohne Bedeutung ist. Nimmt man, da sich ein solcher Factor ab- 
sondern lassen mufs, und derselbe nur linear in a’, P°, y’ sein kann, den- 
selben in der Gestalt an 
F = pn" +mpP’+mpy’— m’ — u; 
so mufs also 4 verschwinden, wenn man diesen Factor gleich Null setzt, d.h. 
wenn 
m"+u= pMatpfP’+psY. 

Führt man dies in dem Ausdruck von 4 ein, und läfst zunächst die Coeffi- 


cienten von «, 5", y’ verschwinden, so kommt 
(3a, —Pı) (@ı: —Pı) (43 —Pı) 0, 
(342 — P2) (@23 — P2) (Arı — Pr) 0, 
(3A; — P3) (Ay, — P;) (da — P;) = 0. 
Diese Gleichungen sind symmetrisch erfüllbar nur durch die Annahme: 


\ 


\ 


pı = 34, , p: = 3a,, pP; = 3a;. 
Daher ist der abzusondernde Factor F' nothwendig 
(46.) FF = 3(a,® + 4» + a,y’) — m’ — u. 
Führt man diese Werthe der p in / ein, und läfst die Coefficienten von 
o*P°, etc. verschwinden, so erhält man drei Bedingungen, welchen die « 


senügen müssen, nämlich 


(342 — 45) (343; — 4) — AQ;, 
(47.) (343; — 4;,) (3a, — 4;,) —= Aa}, 
(3a,, — d);) (3A — 4.) = 4a):; 


und indem endlich noch der Coefficient von «° 5°y* verschwinden mufs, erhält 
man die letzte Bedingung: 
(48) 0 —= (3a, — 4,)(IAa — A3)(3Q;, — 4;,) 
+ (34, — 4,;) (342 — 4;,) (347; — Ay) — 164): 43; 4;,. 
Es ist bekannt, dafs diese vier Gleichungen nicht streng neben einander be- 
stehen können. Denn in Folge der ersten Gleichungen kann man setzen 


Il — Ay — 2Aye", IA — A, — Baye, 
(49.) 34; — Az, = 2A; 6", 3a — Az, — Ra, e”, 


34, — Ay = Pay, IAy — Ay — 2dane””, 


























z 
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wo die & sehr kleine Gröfsen bedeuten, welche für isotrope Medien ver- 


schwinden. Durch Elimination von a,,. etc. erhält man hieraus 
(50.) (1-+2e")(1-+2e)(1+2e) = (1+2e"")1+2e)(1-+-2e). 
Aber zugleich geht (48.) über in 


eatats) L e-Cıtete) _2 — 0, oder 


(51.) u 122 


478765 = (0; 


wodurch die Gleichung (50.) die Gestalt annimmt 
€ € _ p° —— 
(1—e)(1— e*)(1— e®) — 0. 
Es müfste daher eines der & verschwinden, wodurch das Medium in Bezug 
auf eine Axe isotrop würde. Dagegen kann man dieselbe als erfüllt ansehen, 
wenn man überall die Quadrate der Differenzen @,,— 4». etc. vernachlässigt, 


wodurch man aus (47.) die Beziehungen erhält: 





da (As; —— 2A; dı, — An 4; —d ,. 7 
(52.) Ay3 +41 = 2a, oder 9 —= A; -+ 0, — Ay, 
Aı,-+ 42 = 2a, 4, = 4 4, — A. 


und wodurch (48.) bis auf Gröfsen höherer Ordnung erfüllt ist. Eine kleine 
Rechnung ergiebt dann für 7 die Form: 
(53.) 8 = [3(a,0 + a2 P°-- a3yY°) — m’ — u) 
x [(m’+ u)’ — (m’-+- u) (a4 415) + (a3+a,)P°+ (a, +03) 7} 
+ 4»4,;0° + 4,439" + Azyı2Y ]. 

Damit dieser letzte Factor, gleich Null gesetzt, die Frresnelsche Wellenfläche 
darstelle, mufs er die Form annehmen: 

(54.) (m’— b’)(m’— ce?) @’ + (m’— ce’) (m’— a’) 
und damit dies möglich sei, mufs der fragliche Factor vor allem für «', 9°, y' 
linear werden; oder in demjenigen Theile desselben, welcher die Quadrate 


dieser Gröfsen enthält, nämlich 
u [u Pen: (4 - 4,5) 0 Fer (dp; . 5 A;,) P° . (@;, - Ay) y] 
mufs einer seiner beiden Factoren die Gestalt «®-- %°--y° annehmen. Hier- 


nach mufs also entweder 


) 


] f; 2 2 \ 2 2\ ay> jr 
+ (mM — a)m’—b)y'; 


== a, 





sein, oder 
—4,—d, — (dy. 





4, ne dı> ne Aız =. d; “ae ds; — Az; 
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Diese beiden Hypothesen führen zu ganz verschiedenen Folgerungen und 
müssen neben einander behandelt werden. 

1. Ita =a=a,—=/, so nimmt der zweite Factor von 4 die Ge- 
stalt (54.) an. wenn man setzt 

(5) dm, —f;, "af, = m—f. 

Diese Hypothese will ich im Folgenden kurz die Neumannsche nennen, 
da sie in ihren Folgerungen auf die von Neumann festgehaltene Ansicht von 
der Lage der Schwingungsrichtung eines polarisirten Strahls führt; obwohl bei 
Neumann selbst (Poggendorffs Annalen, Band 25) die Gröfsen a,. @, 4; 
sämmtlich gleich Null gesetzt sind, wodurch die dort abgeleiteten Gleichungen 
keine vollkommene Allgemeinheit haben. 

2. Ist 


d, —n 4, FOREDE, (4; u d; zn (ds; Pe ds, —_ 








d; E d;, De: (da 


u ; 
so mufs man, um die Form (54.) zu erhalten, setzen: 
56.) “=y—a, V—=y—a,, C=g9—M,, 
und diese Hypothese soll die Frresnelsche genannt werden, da sie auf dieselbe 
Ansicht über die Schwingungsrichtung führt, welche Firresnel angegeben hat. 
Ich wende mich jetzt zu dem Ausdruck A, um zu zeigen, dafs auch 
diesem der Factor 
(a1 +, P°+43Y°) — m’ — u 
sich absondern lälst, sobald man für die k gewisse Bedingungen annimmt. Der 
Ausdruck A hat die Gestalt: 
Beat Pant Ya m’ —u)kie--4P"yYk,k;,a,; 
(+ 3a + Ya — m’ — u) +Ay a k,k,a,, 
-( day Prayz+ 3yay — m’—u)ky' + 4a Prh,k,a,. 
Der blofse Anblick dieser Formel lehrt, dafs, wenn sich jener Factor abson- 
dern lassen soll, / nur übergehen kann in 


57) Az (ka+kP’+ky)[3(aı® +a,P°+ a,Yy) — m’ — u). 
Die Vergleichung der Coelfficienten in beiden Formeln führt dann auf die Be- 


dingungen: 
ki, (3a; — 435) + h; (342 — 43) —= Akyk,a;,;, 
(3a — Az) + Ki(3a, — a,) —= Ikzk,az. 
ki (IA ar; 4.) - k; (Say, un 41) = 4 k, ki, da . 
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Führt man hier die Werthe (52.) für «,,. 4», 4, ein, so kommt 
3 (+ K,)(an — 45) = 43(k, — k;), 
3 (A; --k,)(Q; — 4;,) A, (k,;—Kı), 
3(kh,+k,) (a, — Ay) —= au(k, —k;). 


Man erkennt hieraus zunächst, was oben schon angedeutet wurde, dafs die 


| 


Differenzen der A gegen die absoluten Werthe derselben in demselben Ver- 
hältnifs. stehen wie die Differenzen der « gegen ihre absoluten Werthe. Und 
bezeichnet man ferner durch Ak, a Mittelwerthe, so erhält man mit Vernach- 
lässigung höherer Potenzen der Differenzen: 


6k 

h,—k, = Ze (42 — 413)» 
Gh, 

k;—k, _— vr — 4)» 
6k 

k—kh = — (43; — 43), 
ad 2 


Gleichungen, welche offenbar mit einander verträglich sind. 

Indem man daher diese Gleichungen bestehen läfst, und also 7 in der 
Form (57.) darstellt, zerfällt die cubische Gleichung für »n° in die folgenden 
beiden Factoren: 

3 (0104 a2? +a3Y') = m’+u, 
(58.) (m’—b)m’— ce’) +(m’— em ’— a)" -+-(m’—a)(m’—b')y' 
— k+kp°’-kyr. 

Und da ferner diese Zerlegung überhaupt nur bis auf Gröfsen höherer Ord- 
nung richtig ist, und die A ohnedies stets von der Ordnung der Differenzen 
a’—b’, etc. sein werden, so kann man auf der rechten Seite ohne gleichbe- 
rechtigte Gröfsen zu vernachlässigen, statt 4), 43. A, einen Mittelwerth A’ ein- 
führen, wodgirch der zweite Factor der cubischen Gleichung auf die einfachere 
Gestalt zurückkommt: 


(59.) (m’—b)\m’— ce’) + (m’— c’)(m’— a’) P-+(m’— a’)(m’— b’)y’ = k'. 


‚=; 
Schwingungscurven in den drei Wellen. 
Wenn man in die Gleichungen (45.) denjenigen Werth von m’-- u 
einführt, welchen die erste Gleichung (58.) liefert, so wird keiner der Coef- 
firienten von A, B, EC von der Ordnung der Differenzen «a —Ö', etc. Man 
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ist daher berechtigt, annäherungsweise die Gröfsen «a, %k durch Mittelwerthe 
zu ersetzen, und die Gleichungen gehen dann über in: 


2 Aa 2aa(aA+P5+yÜC)+y—1.k(PC—yB), 
2Ba 2Pa(eA+PB--zC)+y—1.k(yA—eoÜ), 
2Ca = ?ya(ad + PB+yC)+y—1.k(eB— PA), 


\ 


\ 


was offenbar ersetzt werden kann durch 
\ A DB Ü 
BI I 
- ß Y 
Man ist daher berechtigt die imaginären Theile der A gleich Null zu setzen. 
während die reellen sich verhalten wie @::y. In dieser Welle sind da- 
her die Schwingungen nahezu geradlinig und longitudinal, und die Con- 


stanten der Cireularpolarisation üben auf dieselbe fast gar keinen Einflufs aus. 


Da also für diese Welle A’=B"’—=C"—0, so geben die Fun- 
damenlalgleichungen (22.) für die andern beiden Wellen die Beziehungen: 
(61, AAa+BP+Cy7=0, %a+BP+Gy=0, 
4d,a+B, BP+Cy=0, A0a+BP+Cy=V0. 











Die Radien der andern Bewegungsellipsen sind also nahezu in der 
Wellenebene enthalten, daher die Bewegungen in den beiden andern 


Wellen nahezu transversal. 


Durch Anwendung der im $. 4 bewiesenen allgemeinen Sätze kann 
man sich eine genauere Vorstellung über die Lage dieser Ellipse bilden. Man 
hatte dort zwei Systeme von conjugirten Durchmessern zu suchen, deren jedes 
orthogonal war. Dies kann hier offenbar nicht anders geschehen, als wenn 
zwei der Durchmesser jedes Systems in der Wellenebene liegen, während die 
andern in die Normale derselben fallen. Geht man aber auf die Gleichung (36.) 
zurück. so findet man, dafs die beiden nach der Normale gerichteten Halb- 
messer auf ein und derselben Seite der Wellenebene liegen müssen. Wäre 
dies nicht der Fall, so wäre der von ihnen eingeschlossene Winkel & gleich 





180", also cose= —1, mithin nach (36.) nothwendig auch cose,—1, c05 .—1. 
Dies würde also auf den Fall führen, wo alle drei Wellen geradlinige Po- 
larisation zeigen, was hier, wie man leicht sieht, nicht geschehen kann. Es 


muls also cose = 1 sein, daher 


0584005 — (0, 
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Die conjugirten Durchmesser beider Ellip- 
| sen stehen somit nicht nur in demselben 
a | Verhältnifs zu einander, sondern schliefsen 
| auch Nebenwinkel ein; woraus sogleich 
' folgt, dafs die Kllipsen in beiden Wellen 

einander ähnlich sind. Auch sieht man 

aus der Figur (in welcher aufserdem der 

Einfachheit wegen auch die Dimensionen 

der Ellipsen gleich angenommen sind), dafs 

die eine Ellipse gegen die andre um einen 
2? rechten Winkel gedreht erscheint *). 

Da hiedurch das gegenseitige Verhalten beider Ellipsen bestimmt ist. 
so bleibt nur noch übrig, die Formeln für dieselben aufzustellen. Hier schei- 
den sich die beiden Hypothesen; es sollen zuerst die Folgerungen der 
Fresneischen entwickelt werden. 

Für die Transversalwellen ist es nicht mehr erlaubt, die Gröfsen a 
durch Mittelwerthe zu ersetzen, weil die in (45.) übrigbleibenden Terme 

a—m—u, 0oA+PB-y,ÜC 
selbst von der Ordnung der Differenzen «— b’, etc. werden. Dagegen darf 
man die #,. etc. auf den Mittelwerth 4 reduciren. Benutzt man sodann die 


Gleichungen (52.), (56.). so erhält man leicht 


2 | 32 | as 2 Fe: en 
d;,, [04 = d/) I dı3) ze IN an: u — Ad in “ 
tn t+azy—m—u—=b—m, 
+ + Y——mn— u —m, 


d,aA-+ a,PB-+ a; Pr 

— (9-0 -b’-c?)(aA+ PB-YC) + (“"aA+b’BB-+ cyC)-a(e4A+PB-+YÜ), 
4,0.A-- a, PB - Be 

— (y-a@-W-c)(@eA+PB-+YC) -- (aaA+b’BB-+cyC) +bted--PB-+yÜ), 
4;,@4--a,PB-- a; „C 

— (9-a-b’-c) (a A+-PB+YC) + (a aA+b’PB-cyC)4 c(e4+PB--yÜ) 


Die letzten drei Ausdrücke unterscheiden sich nur durch die letzten Terme: 


*) In der Figur sind durch 1’, 2’, 1", 2” diejenigen Punkte bezeichnet, welche 
beziehungsweise die Coordinaten haben: 
/ » ! ! ! yi ! y'' 7 ü zZ »/! y 
2, 34 8; Bi Dr 8, u, =. 5,#»,. 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 4, 45 
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® 


und da diese den sehr kleinen Factor eA--5B-yÜ enthalten, so kann man 
in ihnen wieder «°, Ö°, c* durch einen Mittelwerth ersetzen. Die drei leizten 


’ | \ M 
Ausdrücke werden daher nahezu gleich, und ihr Mittelwerth sei — 5‘ Dann 


also lassen sich die Gleichungen (45.) in der folgenden einfachen Gestalt 


darstellen: 
A(a — m’) -ky—1(PC—yB) aM, 


BU — m) —- ky—1(yd4— el) PM, 
C(® — m’) + ky—1(eB— PA) yM. 
Löst man diese Gleichungen auf, und läfst den gemeinschaftlichen Nenner 
mit M in den Factor 6 eingehen, so erhält man: 
oA —= al[(m’ — 6) (m? — ce) — KH] +ky—1Ppy(c— 6°), 
(62°.) oB — P[(m’ — ec) (m? — a) — KR] ky—1ya(a’ — c*), 
oC — y[(m’ — a’) (m? — 6°) — AK) ky—1op(#’— a); 
und selzt man 


Be items) 2a, 


so ist die allgemeinste Form der resultirenden Bewegungsellipse: 





ou — a|(m’ -- db) (m? — ce’) — k]cosU— kPy (ec —b’)sin Ü, 
PL 


(62.) oV (m’ — ec’) (m’ — a’) — %] cos U — kya (a — c’)sin Ü, 
ow — y|(m’— a’) (m? — b*) — k’)cos U — kap(b’— a’)sin U, 
Multiplieirt man diese Gleichungen bezüglich mit «&, 5, y und addirt, so erhält man 


ua+vP-wy = 0, 
indem man die Gleichung (59.) berücksichtigt. 


Nach der Neumannschen Hypothese hingegen erhält man, durch An- 
wendung der Gleichungen (52.), (55.) für die Coefficienten der Gleichun- 


2 
gen (45.), wenn man »n, die andre Wurzel der Gleichung (59.) nennt und 
die aus (59.) folgende Gleichung bemerkt: 
"tn = (+) — (+ a) P°+ 
die nachstehenden Ausdrücke: 
a,@ +0: + a, y— m’ — u 
4,0 + An» + a3 y° — m’ — u 


a, + a,ß° + a,y? — m’ — u 





Be 


Clebsch, Theorie der eircularpolarisirenden Medien. 347 


und d,eA- 4 PR +n;yÜ 
== (e + b’-- «-+-f)(«e4+PB-+yC) - (a OL 1- b’ 'PB- ey) } — (04 4- PB- re . 
14,aA- PR - I 
e-+b’--a--f\(e4+PB-yC)—(aa4-WPB--eyC)—b’(a4-PB-+YC). 
1, nad} + 4,PB- a 
— (+ ba +f)(eA-+ PL ,C)—(a’ a4+0’BB-+cyC)— ec’ (aA--PB-yC). 


L 


Bezeichnet man den mitders Werth der letzten drei Ausdrücke, ähnlich wie 
oben. durch u so kann man den Gleichungen Er folgende Gestalt geben: 
A(a — mi) -ky—1(PÜC - — oM, 

Bb — mi) —ky—1(yd4 m = BR, 

C(® — mi) — ky—1(eB 84) - — yM; 

wodurch man für die Gleichungen der Ellipse erhält: 
ou — am; — b’) (m) — ec) — K]cosÜ-—-kpy(e— b’)sinÜ, 


(63.) OV 


(ow —= y|(mi — a’) (m} — 6°) — k]cosU + kap(b’ — a’) sin. 


\ 


Bm} — €) (m — a’) — k’] cos U { kya(a® — c’)sinÜ, 


Man sieht, dafs diese Gleichungen sich von den Gleichungen (62.) 
nur dadurch unterscheiden, dafs m, an die Stelle von m getreten ist, und 


dafs k sein Zeichen gewechselt hat. 


$. ©. 
Bewegungsrichtung in den Transversalwellen. 

Es sollen ın, m, die positiven Quadratwurzeln von m’, m, bedeuten, 
und also «, 5, y die Cosinus der Richtung sein, in welcher die Wellen fort- 
schreiten. Dann sollen «', 9’, y' und «, 5”, y" die Richtungen zweier Linien 
bezeichnen, welche gegen einander senkrecht in der Wellenebene liegen; und 
diese drei gegen einander rechtwinkligen Richtungen sollen durch passende 
Drehung zur Congruenz bezüglich mit der positiven A-, Y-, Z-Axe ge- 
bracht werden können. 

Das Coordinatensystem der Ä\, Y, Z soll endlich eine solche Lage haben, 
dafs von der positiven Ä- Axe aus gesehen, der Zeiger einer Uhr in der 
YZ-Ebene sich von der positiven Y-Axe durch 90° zur positiven Z- Axe 
bewege. In Bezug auf diese Bestimmungen will ich den Krystall positiv 
oder negaliv nennen, je nachdem die Constante A einen positiven oder ne- 


gativen Werth hat. 
45 * 
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Die drei Richtungen «, /, y, etc. bilden dann ein Coordinatensystem S, 
7, -, welches durch die Transformationsformeln gegeben ist: 


\ 


u +vh + wy , 


fe 
= 


n ua +vP' —wy', 


\ 


‘= 


> 
und die Determinante dieses Systems ist +1, so dafs die Gleichungen be- 


stehen: 


| 


ua". ep" + wy", 


an 


(4) =fPy"—yP, PB=ya'—uy", ya! Pa". 

Bildet man jetzt die Flächenelemente dF\, dF,, welche der Radius 
vector des bewegten Molecüls in den beiden Transversalwellen beschreibt, 
und rechnet dieselben positiv, wenn dieser sich von der posiliven 7- Axe 
durch 90° zur positiven {-Axe bewegt, und unterscheidet man wieder das 
beiden Wellen Angehörige durch die Indices 1, 2, so erhält man mit Hülfe 
der Gleichungen (64.) leicht: 




















A, A, «a 
dr, —= di —Sd,n—= dB, Bi, Bl, 
(65.) er . ” ı 7 
A,., A,, 0 
24F,— di — Gd, = ®rdı|B,, Bi, Bl. 
GC, C, / 


Multiplieirt man aber diese Gleichungen mit einander, und benutzt den 
bekannten Satz über die Multiplication von Determinanten, so wird 


AdF\, dF‘, — 
4,4;+B,B,+C0,G, 4,4,+B,B-+C,\C,, «A;+PB,-+,C; 
4 P he b) ' Z; ! Z; vgn!! 7 7 7 „ 7 Z 7 Mm 
— de |4,4)+B,B/4+CiC.', 4/4! +B\B;-+C)C), «A +ßBB)-+,C). 
A, 10, +B, pP +0,Y; A, & {B, ß +C y; PR 4 ß + y„ 
Bemerkt man nun, dafs wegen der Gleichungen (61.) vier Elemente 
dieser Determinante verschwinden, und dafs nach (22.): 
A,4,+B,B,+0,0, = —(4,4;+B/B+CC)=», 
AAH4+BB+CC= AL+BB+CO =g, 














so geht die obige Gleichung über in 
An’m,m 


AdF,dF, — — Tr ar(p4Q). 
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Dies zeigt, dafs die Bewegungen in den beiden Transversalwellen 
immer in enigegengeselztem Sinne vor sich gehen, da das Produet der 


Flächenelemente stets negaliv ist. 
Um den Sinn der Drehung in jeder der Wellen zu bestimmen, mag 


zuerst die Fresnelsche Hypothese untersucht werden. Wenn man in (65.) 
die A, B, C aus (62°.) bestimmt, so erhält man: 





(m —b) mi — ec). Pyld—b), | 
krım . R a. | 

dF\, = mn dm —- c)m —a), yala’—c'), P 
vn —a)m —b), eP(W"—a), y 





kım 9 5) 5) b) | 9 Y 9\9 Y b) | Y ) ) I)\N9 ) ) 
er 4 dt (9°? (-b’)’(mi-a?)-+ ya (a’-c’)’(mj-b)+ ap (b’-a’)(m}-c‘)}, 

















(m; —b’)(m} — ec), Pyl®—Öb), 0 
krıım, 5) b) b) 9x 7 b) 
dF‘;, — =, dm; — )(m; —a), ya(l®— ce), P 
vw — a); —b), op(W"’—a), % 
krıım 7 Y 5 9\9 Y 7 ) „79 Y\9/ ) 9 Y ) ) I\Nn ) y\ 
— ——d {7 (E-D)(m3-ar) + Y° a°(a’-)(m}-0°)-+ 0P°(B-a)’(mi-c})} 


0°) 
Die eingeklammerten Ausdrücke müssen nach dem Obigen immer ent- 
segengeseliztes Zeichen haben; daher ist nothwendig derjenige von beiden 
positiv, welcher der gröfsern Wurzel entspricht. der andere negativ; und 


man hat somit den Satz: 
In positiwen Krystallen geschieht die Bewegung, von derjenigen 


Seite gesehen, nach welcher die Welle sich beweyt, in demselben Sinne 
wie bei dem Zeiger einer Uhr bei der Welle mit gröfserer Fortpflan- 


zungsgeschwindigkeit, entgegengesetzt ın der andern. 
Dieser Satz ist auch noch richtig nach der Neumannschen Hy- 


pothese; denn weil man nach derselben »», und >”, zu vertauschen hal, zu- 
gleich aber auch —% an die Stelle von A zu setzen, so bleiben die Vorzeichen 


von dF‘, dF, hierdurch unverändert. 
In negativen Krystallen tritt natürlich genau das Gegentheil des oben 


ausgesprochenen Salzes ein. 


$. 9. 
Die Wellenfläche. 


Die Wellenfläche, deren Gleichung durch (59.) gegeben ist, besteht 
aus zwei Mänteln, da diese Gleichung quadratisch ist für m’. Bemerkt man 
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ferner die für x identische Gleichung 


zn) = (AH H AFFE) FH) FI )y’—h°, 





2 


— «a, b’, ec die Gleichungen 


27 


so ereeben sich daraus für 
a __. (a°—m})(a— m;)+ h? 











x (a”— b*) (a? ser e 
2 (6° — m?) (b’— m? er 
66. or 
(66.) 7 Ta )\(’—a) ° 
„ —_ (e—my)(e"— m;)+k* 
BEER (e’— a”) (ec? — b°) 


Von diesen hebe ich zunächst nur die zweite hervor. Ist >b’>e‘, so 


zeiot dieselbe. dafs der Ausdruck 


6 m)" — m) = PP — e)(b’ - a) — 

wesentlich negaliv ist und nie kleiner werden kann als 4°. Es ist daher immer 
ein Werth von »n’ gröfser, der andere kleiner als 5°, und dieselben können 
nie einander gleich werden. Die Oberfläche besteht daher aus zwei ganz ge- 
trennten Hälften, welche sich aufserhalb und innerhalb einer Kugel vom Radius 
b befinden. 

Was die Construction der Oberfläche anbetrifft, so kann man allerdings 
ein Verfahren aufstellen, welches eine Verallgemeinerung der Fresnelschen 
Construction ist, doch wird dasselbe hier nutzlos. Ich bemerke es nur, um des 
folgenden allgemeinen Theorems zu gedenken, aus welchem diese so wie die 
Fresnelsche Construction als Beispiele folgen 

Es seien A, B, CE Functionen des Radius Vector m; 4, u, v die 
Cosinus seiner Richtung; sucht man sodann die Maxima des Radius 
Vector in dem Durchschnitt der Oberfläche 








I ”.. a 
a 
mit der Khbene 

oA+ Bu+yv =, 


und trägt die erhaltenen Längen auf der Richtung der Normale («,ß,y) 
dieser libene an, so erhält man die Oberfläche 
Aa + BP’--CyY = 0, 
von welcher man auf die tech Weise wieder zu der ersten zurück- 
kehren kann. 
Da nämlich die Gleichung 4°-+ u?’--v" —= 1 besteht, so findet man 


offenbar die Maxima von m aus den Gleichungen 
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| 1 “ 

(„+ a m ga, 
er 

(P+7 u Kan gP; 


1 
wo >, q unbekannte Coefficienten sind. Multiplieirt man aber diese Gleichun- 
sen bezüglich mit 7, «, v und addirt, so kommt 

p a 0, 


und daher | 
»—=yaA, u=yßB, v—= gt, 


oder wenn man bezüglich mit «, 5, 7 multiplieirt und addirt: 
aA+PB+rC=). 


l 


Dies giebt im vorliegenden Fall einen Zusammenhang zwischen der Oberfläche 


> 


y | u? | y? 
| VÖ 


(m ’— a’) (m ’—bY)—h’ 








(66“.) 


(m’— 1°) (m’—c!) —k? T (m’—e*)(m’— a”) — I? 
und der Wellenfläche,. welcher aber nur für = 0 von Nutzen ist. 

Dagegen kann man die Wellenfläche zusammengesetzt denken aus einer 
Reihe von sphärischen Ellipsen. welche, wenn p» einen constanten Parameter 
bedeutet, die Durchschnitte der Kugeln 


7 > 


we u 
mit dem Kegelsystem 


> 


(67) (pP I -) Ka Ip—e) P—a)—k’\ 


+ (pa) pP —b*)—k’ — 0 


17 
sind. In jedem Radius Vector der Oberfläche schneiden sich zwei der Kegel 
(67.), deren Parameter die ihm zukommenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
angeben, und von deren sphärischen Ellipsen eine dem äufsern. die andere 
dem innern Mantel der Oberfläche angehört. 

Unter diesen Kegeln sind diejenigen hervorzuheben, welche in ein 
Ebenenpaar zerfallen. Dies geschieht nur bei denjenigen, in welchen einer 
der Coefficienten von «’, 2°, y’ in (67.) verschwindet; und das Ebenenpaar 
ist nur reell, wenn der mittlere Coefficient verschwindet, d. h. wenn 


(68) (P-a)(®— ec) = R, 
wodurch die Gleichung (67.) übergeht in 
(69) (pe) 8) = (pP —aR)(b’ —- e}), 
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Da die Gleichung (68.) für »° quadratisch ist, so stellt (69.) zwei Ebenen- 
paare vor. Dieselben sind symmetrisch gegen die YZ-Ebene und schneiden & 
sich in der Y-Axe; es sind die Ebenen der Kreisschnitte der Wellen- | 
oberfläche. — jede dieser Ebenen schneidet dieselbe in einem Kreise und 





einem Oval. 

Um die Richtung des Strahles zu finden, welcher einer gegebenen Welle 
angehört, hat man nur den Durchschnittspunkt benachbarter Wellen zu be- 
stimmen, welche zu gleicher Zeit vom Mittelpunkt ausgegangen sind, und sich 
die Zeit 1 hindurch vorwärts bewegt haben. Die Gleichung der gegebenen 
Wellenebene sei: 

(0) zoe+yP+2y= m, 
wo 2, y, & die Coordinaten desjenigen Punktes bedeuten mögen, nach welchen: 
der Strahl gerichtet ist. Für benachbarte Wellen, welche durch eben diesen 
Punkt gehen, ist dann: 
(71.) zda- ydß--zdy — dm. 
Stellt man ferner die Wellenfläche wieder unter der allgemeinen Gestalt dar: 


t 


(72) 0 = Au’ --Bp°’+C0y —= m! — 2pm’-—g, 
so hat man für die nächsten Wellen noch 
Aa da-- Ba dp - Cydy- 2(m’ — p)mdın — 0, 
oder. wenn man mit »=, die zweite Wurzel von (72.) bezeichnet, 
(73.)  Aada-- Bpd3 + Cydy- (m? — m))mdm — 0. 


Hierzu kommen noch die beiden Beziehungen 





wer Si a 4 u Un 

e++y—=l, 0oda-+ PdP+ydy 0, 
von denen die letzie mit den Gleichungen (71.). (73.) verträglich sein mufs 
für alle beliebigen Werthe der Dillferentiale da, d, dy, welche dieser letzten 
Gleichung genügen. Daher mufls diese Gleichung sich als Folge von (71.). 
(73.) darstellen lassen. oder es mufs sein: 

m(m — m’)c — (A-+o)e, 

(B-+-0)P; 
(C-+ 0); 


durch o einen unbekannten Factor bezeichnet. Multiplicirt man aber bezüglich 


| 


m (m — m’) y 


| 


m (m) — m?) x 


mit &, 9, y und addirt, so kommt 


4.9 Bi. 2; 
m (m —ım) —= 0, 


es 








R EEE 2 
REIT 


un 


a 
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und indem man diesen Werth, sowie die Werthe von A, B, CÜ einführt, er- 
hält man für die Coordinaten des Strahls die Ausdrücke: 


(m! — b*) (m? — ec?) — k? 
x = olm- ’ 


m’ (m? — m?) 








| 


(m? — c?) (m? — a?) — k’ ) 
2 2 2 ® 
m’ (m, — m‘) 


(73°.) Yy B(m 1 





(m? — u?)(m? — b*) — I? 
az (m Er m’ (m} — m?) ) 

Die Aufstellung derjenigen Oberfläche, auf welcher alle Punkte x, y, 2 
sich befinden, scheint mit grofsen Schwierigkeiten verknüpft zu sein. 

Ich bemerke über die Lage des Strahls noch den folgenden Satz, wel- 
cher auf einer allgemeinen Eigenschaft beruht: 

Die Ebene des Strahls und der Wellennormale ist senkrecht auf 
der Wand desjenigen Constructionskegels (67.),. dessen Parameter die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellennormale anzeigt. 

Um diesen Satz einzusehen, hat man nur in dem Schnitt der Wellen- 
ebene mit diesem Kegel, auf dessen Seite dieselbe senkrecht ist, vorwärts zu 
gehen. Alsdann bleibt »» constant, und die Gleichung (70.) giebt 


zda+ydP-+2zdy = (0, 


d. h. der Strahl ist gegen das Element der Schnittcurve senkrecht; woraus 





ohne Weiteres der obige Satz folgt. 

Will man sich der Oberfläche (66°) bedienen, so findet man noch 
leicht den Satz, welcher hier wie bei der Frresnelschen Fläche gilt: 

Die Ebene des Strahls und der Wellennormale geht durch den- 


jenigen Rudius Vector des construirenden Schnitts der Oberfläche (66‘.) 


hindurch, welcher die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellennormale 
darstellt. 

Es bleibt endlich übrig, 
oder (63.) mit der Wellenfläche in geometrische Beziehung zu selzen; wobei 


die Elemente der Bewegungsellipsen (62.) 


wieder die beiden Hypothesen sich scheiden. In jedem Falle sind beide Be- 
wegungsellipsen auf conjugirte Durchmesser bezogen, von denen der eine 
(der zweite) in beiden dieselbe Richtung hat. Won den beiden andern 
Durchmessern steht nach der Fresnelschen Hypothese offenbar jeder 
senkrecht auf der Wand desjenigen Construclionskegels, welcher die 
seiner Killipse zukommende Fortpflanzungsgeschwindigkeit anzeryt; nach 
der Neumannschen aber auf der Wand des andern Keyels. 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft4. 46 
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Die zu diesen Richtungen conjugirten Durchmesser, welche zu- 
sammenfallen, sind aber nach beiden Hypothesen parallel dem Durch- 
schnitte der Wellenebene mit der Tangentenebene des Fresnelschen Ovaloids 

m — da WP?’-4cy? 
zu finden, diese Tungentenebene da gelegt, wo die Wellennormale das 


Ovalo:d durchschneidet. Denn diese Linie steht senkrecht auf der Wellen- 
normale, deren Cosinus sich verhalten wie @::y, und auf der Normale des 


Ovaloids, deren Cosinus sich verhalten wie: 
a (2m? — a?) : P (2m? — B?) : y (2m? — 2). 
Die Cosinus der gesuchten Richtung verhalten sich also wie: 
Pr(e — 0): ya(a® — ec): ap (b"— u’), 


wie es wirklich bei der geforderten stattfindet. 


$. 10. 


Richtungen circularer Polarisation. 


Es ist von Interesse zu untersuchen, in welchen Richtungen die Be- 


wegungsellipsen in Kreise übergehen, welches der Aehnlichkeit wegen bei 
beiden zugleich geschehen mufs. Alsdann sind nothwendig die conjugirten 
Durchmesser der Bewegungscurven gegen einander senkrecht; was aus (62.) 


oder (63.) auf die Gleichung 


eßy = 0 

führt. Die Welle eines circularpolarisirten Strahls geht daher immer durch 
eine Axe. Man überzeugt sich aber auch leicht, dafs in der Richtung der 
Axen selbst keine circulare Polarisation eintriti. Es kann daher für der- 
gleichen Richtungen nicht mehr als eene der Gröfsen «, , y verschwinden. 
Es sei dies %. Die Gleichungen (62.) gehen dann über in: 

ou — a|[(m? — b*) (m? — c*) — k?] cos U, 

ov —= —kya(a — c)sin, 

ow —= y|[(m’ — a?) (m? — b’) — k?] cos U. 


Zugleich aber kann man, in Folge der Gleichung der Wellenfläche, setzen: 


a ( (m? — 0°) (m? — ce’) — A?) uy, 


Il ma) R) = — wo, 
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wo «4 einen unbekannten Factor bedeutet. Alsdann kann. man für die Be- 


wegungsgleichungen schreiben: 





ou — uycosU, ou — — kya(a — c?)sinÜ, ow=— — uacosl. 
Die Projeclionen des einen conjugirten Halbmessers sind also uy, 0, — ua, 
die des andern 0, —kyo(a’—c’), 0. Damit die Curve ein Kreis sei, müssen 
beide Halbmesser gleiche Längen haben; und da «+y’=1, so hat man 


demnach: 


u" 


u rn keya® (a? FR Pr u = + kya (a .zag0 ec”). 


Dies in die Gleichungen (74.) eingeführt, giebt: 
(m? — b*)(m’— ec?) —k? n — (m? —b?) (m’— a’) —k” 


> 
m + _— s Br zus s 


/ k(a?— ec?) k(a® — c*) 
| 


und wenn man jetzt die Gleichung «--y’—= 1 benutzt, so hat man: 
2 a’ —b? i b’—.c* 


(5) "ebtrkh, We —, Yo: 


2 2 
een; a c 














Die Werthe von «, y sind hier wirklich reell, werden aber durch Ver- 
tauschung der a, db, ce imaginär. Ks giebt daher Richtungen circularpolarisirter 
S/rahlen nur in der Ebene der gröfsten und kleinsten Axe. Und diese 
Richtungen sind genau dieselben, welche bei linearpolarisirenden Medien 
die optischen Axen genannt werden; die Differenz der Quadrate der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten für diese Wellen ist gleich dem Doppel- 
ten der Constante k, welche für die Polarisationseigenschaften des Me- 
diums characteristisch ist. 

Man sieht sogleich, dafs es für diese Betrachtungen gleichgültig ist, ob 
man von der Fresnelschen oder von der Neumannschen Hypothese ausgeht. 

Aus dem Obigen folgt, dafs eine Platte, gegen eine optische Axe 
senkrecht geschnitten, die Eigenschaft hat, die Polarisationsebene zu drehen; 
und zwar rechts oder links, jenachdem die Bewegung in der Welle von 
gröfserer Fortpflanzungsgeschwindigkeit in gleichem oder entgegengesetztem 
Sinne erfolgt, wie bei dem Zeiger einer Uhr. Dies combinirt mit den Re- 
sultaten des $.8 zeigt ohne Weiteres, dafs die dort positiv genannten Krystalle 
in der Richtung der optischen Axen rechtsdrehend sind, die negaliven aber 


linksdrehend. 
u 38. 


Anwendung auf einaxige Krystalle (Quarz). 


Es ist sehr leicht, die abgeleiteten Resultate auf einaxige Krystalle 


Es sei b= u, und also die Z-Axe die des Krystalls; ferner 
46 * 


anzuwenden. 
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P==0, was unbeschadet der Allgemeinheit angenommen werden kann; und 
der Winkel der Wellennormale gegen die Z-Axe, so dafs 


e—=sinto, y=cosl. 
Die Gleichung der Wellenfläche geht dann über in 


(76.) (m’— a’) (m? — esin’T— a?cos’T) — Kk’. 


Sie besteht aus zwei Rotationsflächen, welche innerhalb und aufserhalb einer 
Kugel vom Radius « liegen; die Längen der Radien Vectoren längs der opti- 
schen Axe sind gegeben durch die Werthe 

a—k, «--.k; 
und überhaupt sind die ein und derselben Richtung angehörigen Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten m,. m, durch die Gleichung verbunden: 


(7) 2 Ma); —a) = —K. 


Benutzt man die Gleichungen (76.), (77.), um die Ausdrücke (73°.) 
für die Coordinaten des Strahls zu transformiren,. und bezeichnet man durch 


den Winkel des Strahls (welcher im Hauptschnitt liegt) gegen die Z-Axe, 
so kommt: 

a (2m — a?) k’+ (m? — a?) c* 

a... (m — a’) h* (m? — a) a’ 





ioC, 


was dazu dient, die Lage des Strahls vollkommen zu bestimmen. 


Die Bewegungsgleichungen (62.) oder (63.) nehmen die Gestalt an: 


(Fresnelsche Hypothese.) 
— ((m’ — a’) (m? — c*) — k?) cos UsinZ, 

— ksinScos{ (a? — e*)sin U, 

((m’ — a’) — k?) cos cosZ, 

oder 
(Neumannsche Hypothese.) 

ou (m — a’) (m — ec”) — k?) cosUsinZ, 

0V + ksinl cosö(a’ — e*)sinÜ, 

ow ((m} — a)’ — k*) cos Ü cosL. 


Aus dieser Form sieht man, dafs die Ellipsen bereits auf die Hauptaxen be- 
zogen sind, dafs also eine derselben immer im Haupischnitt liegt, die andere 


senkrecht dagegen. 
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Um die Gleichungen der Ellipsen in ihrer Ebene darzustellen, genügt 
es. für vu, w die Coordinate 

s — wsin{ — ucosT 
einzuführen, wodurch die Gleichungen (78.) mit Beseitigung eines gemein- 
schaftlichen Factors übergehen in: 


08 m’ — a’) cos U os — (mi — «)cosU, 
(79.) an "oder es ae 
ov ksin, I ov — — ksinÜ., 


\ 


| 


Sei m die grölsere Wurzel der quadratischen Gleichung; dann ist nach (77.) 
m’ >«a, mi <a’; und ferner ist nach (76.) 
(m? — a?) — (a — mi) —= (ec — a’) sin’L. 

Ist also ce > u’, so ist m’ — «> a’ — mi, daher auch 

mM"—ua >yk, !—m< yk; 
und man sieht also dafs, nach der Kresnelschen Hypothese, wenn die un- 
gleiche Axe die gröfsere ist, die grofse Axe der Ellipse mit gröfserer 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit im Hauptschnitt liegt; wenn dagegen die 
ungleiche Axe die kleinere ist, so liegt die grofse Axe der Ellipse mat 
gröfserer Fortpflanzungsgeschwindigkeit gegen den Hauptschnitt senkrecht. 


Nach der Neumannschen Hypothese sind diese Verhältnisse nur 
umzukehren. 


Circulare Polarisation findet nur in der Richtung der Axe statt; und 
zwar ist in dieser Richtung der Krystall rechtsdrehend oder linksdrehend, je- 
nachdem A positiv oder negativ ist. 


Ich schliefse mit einer Bemerkung, welche einen scheinbaren Wider- 
spruch der vorliegenden Theorie mit der Erfahrung, sowie mit der von 
Maecullagh aufgestellten Theorie zu beseitigen geeignet ist. In der letzteren 
ist es wesentlich, dafs zu den gewöhnlichen optischen Gleichungen Glieder 
hinzutreten, welche mit der reciproken Wellenlänge proporlional sind; während 
in dem Vorliegenden die Grölse % mit der Wellenlänge direct proportional ist. 
Dies scheint also darauf hinzuweisen, dafs, wenigstens bei einer Zahl von 
Substanzen, der erste Theil der Grundfunction Ä, welcher im $. 6 (43.) allein 
beibehalten worden ist, unbedeutend sein mufs gegen den folgenden Theil, 
welcher die vierten Potenzen von «, P, y enthalten würde, und welcher in 
der That der Wellenlänge nach (5.) umgekehrt proportional wäre. 
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Man ist aber in der ganzen vorliegenden Untersuchung darauf geführt 
worden. dafs es überhaupt bei dem möglichen Grade der Annäherung nicht 
Ihunlich ist, in den die Circularpolarisation bedingenden Gliedern die für die 
verschiedenen Axen eintretenden Unterschiede festzuhalten; sondern dafs viel- 
mehr diese so behandelt werden können, als ob das Medium unkrystallinisch 
wäre. Daraus geht aber hervor, dafs man höhere Glieder der Entwickelung 
von K& ohne Weiteres dadurch berücksichtigen kann, dals man die Gröfse k 
aus den für unkrystallinische Medien vollkommen strengen Gleichungen $.5 (38.) 
entnimmt, und dafs man also für k eine nach absteigenden Potenzen von 4 
geordnete Reihe setzen kann; wodurch offenbar in den Gleichungen der obigen 
Theorie durchaus nichts verändert wird. Es hat also auch keine Schwierig- 
keil anzunehmen, dafs das erste Glied jener Reihe unbedeutend sei gegen das 
zweite. und dafs also A wesentlich der reciproken Wellenlänge proportional sei. 
Und diese Annahme führt dann sehr leicht auf die Gleichungen Maccullaghs. 


Carlsruhe. den 7" October 1859. 
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Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, 
welche mit den elliptischen Funetionen zusammen- 
hängen. 


(Von Herrn Siebeck zu Liegnitz.) 





Wenn einige der wichtigsten Eigenschaften der Ellipse am einfach- 
sten mittelst der Kreisfunctionen, und die diesen entsprechenden Eigenschaften 
der Hyperbel mittelst der hyperbolischen Funclionen hergeleitet werden, so 
kann von einem allgemeineren Standpunkte aus nach solchen Curven gefragt 
werden, deren Wesen in den elliptischen Functionen seinen adäqualen Aus- 
druck findet. In dem nachfolgenden Aufsatze habe ich eine allgemeine Er- 
zeugungsweise solcher Curven gegeben, welche auf einem ähnlichen Prineip 
beruht, wie die Erzeugungsweise der Kegelschnitte mittelst des bekannten Ge- 
setzes der constanten Summe oder Differenz der Entfernungen der Punkte 
eines Kegelschnitts von den Brennpunkten. Ist nämlich Ö die Entfernungs- 
summe, D die Entfernungsdifferenz eines Punktes P von zwei festen Punkten 
A und B, und läfst man P sich so bewegen, dafs fortwährend nS°- nD’— 4a’ 
(wo m, n, a constant sind), so giebt es alsdann noch ein Paar reelle und zıwe 
Paar imaginäre feste Punkte, in Bezug auf welche sich der Punkt P nach dem- 
selben Gesetze bewegt. Ich beweise, dafs diese festen Punkte Brennpunkte 
der in Rede stehenden Curven sind. dafs insbesondere Curven dieser Art, 
welche in diesem Sinne confocal sind, sich rechtwinklig schneiden. Ferner 
habe ich zu dem bekannten Gesetz, wonach die Radien Vectoren eines Kegel- 
schnittpunktes mit der Tangente desselben gleiche Winkel bilden, ein ent- 
sprechendes für diese Curven hergeleitet. Schliefslich habe ich den Zusammen- 
hang dieser Curven mit sinamu, cosamu, Jamu nachgewiesen. 








Seien A und B zwei feste Punkte einer Ebene, deren Entfernung 
2a gesetzt wird, P ein Punkt, welcher sich so bewegt, dafs wenn 


AP+PB-S, AP-PB-=D, 
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fortwährend die Gleichung 

(1.) mS°’-{4nD’ — 4a 
stattfindet, wo m und n beliebige constante reelle Zahlen sind; gesucht wird 
zunächst die Gleichung der Bahn des Punktes P. 

Ist O Mittelpunkt der Geraden AB und setzen wir OP—=R, / POA=u, 
so ist (YR°+ @4+-2Racosu+yR’+a°—2Racosu) der Ausdruck für 8° und 
D’. Setzt man diese Werthe in (1.) ein und macht die Gleichung rational, 
so erhält man nach einer leichten Reduction 

(2) mb? — (1 — m) u) [nk — (1 — n)a’) + (m —n)' R’a’cos’u —= 0 
oder, wenn man Rcosu— r, Rsinu—=y setzt, 

(3.) Ianla’+y?) — (1— m) a] [n (+ y°) — (i—n)a) + (m—n)’a.u’ — 0 
als Gleichung der gesuchten Curve. Es ist hierbei jedoch nicht zu übersehen, 
dafs, wenn wir anslalt von der Gleichung (1.) von folgender: 

(4.) mD’-- ns’ — 4a’ 
ausgegangen wären, wir ebenfalls die Gleichung (3.) erhalten haben würden. 


Bei dem Rationalmachen der Gleichung (1.) hat sich daher noch ein zweiter 
(reeller oder imaginärer) Curvenast eingefunden, welcher der Gleichung (4.) 








entspricht. 
Die erste characteristische Eigenschaft der in Rede stehenden Curve 


ist nun folgende: Setzt man in (2.) oder (3.) I—m an die Stelle von n, 


„(—m)i—n) 


1—n an die Stelle von m und «° an die Stelle von a’, so bleibt 





mn 

die Gleichung, wie man sich leicht überzeugt, ungeändert. Es folgt hieraus, 
dafs es in der Geraden AB noch zwei reelle oder imaginäre Punkte 4' 
und B' geben mufs, in Bezug auf welche sich die Curve derselben Eigen- 
schaft erfreut, welche durch (1.) und (4.) ausgedrückt ist. Denn der eben 
angegebenen Vertauschung zu Folge würde man die Gleichung (2.) oder (3.) 
auch erhalten haben, wenn man von einer der beiden Gleichungen 


5.)  Ad-n)S°’-+(1—-m)D' — 4a”, 
(6) (A—n) D--(1— m) Ss” 4a” 


\ 





’ /A—m)i—n 
ausgegangen wäre, wo «= +a J 3 
% mn 





Wir haben sonach schon vier Gleichungen von der Form der Glei- 
chung (1.). aus welchen die Curve (2.) oder (3.) hergeleitet werden kann; 
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es läfst sich aber leicht zeigen, dafs es noch weitere vier solcher Gleichun- 


gen giebt. Geben wir nämlich der Gleichung (2.) die Form 


) BM—-LR-{M-NRcoswu — (0, 
wo L, M, N die betreffenden Constanten sind, so kann man nach dem Vor- 
hergehenden sagen, dafs jede Curvengleichung von dieser Form als aus einer 
beliebigen der vier Gleichungen (1.), (4.), (5.), (6.) hergeleitet angesehen 
werden kann. Vertauscht man nun die Abscissenaxe mit der Ordinatenaxe. 
was einfach dadurch geschieht, dafs man in Gleichung (7.) den Complements- 
winkel © von w einführt, so erhält man | 
8) R—-(L-N)R’+M— NRco’v = 0, 
Es mufs daher auch in der Or- 


also eine Gleichung von derselben Form. 
' und B’ geben, in Bezug auf 


dinatenaxe zwei Paare von Punkten 4 und 5, 4 
welche die Curve die durch die Gleichungen (1.), (4.), (5.),. (6.) ausgedrück- 


ten Eigenschaften besitzt. 
Wir nennen © den Mittelpunkt und die acht Punkte A und DB, A 


und DB’, 4 und B, 4 und B’ die Brennpunkte der Curve, vorbehaltlich des 
Nachweises, dafs diese acht Punkte wirklich die Eigenschaften von Brenn- 


punkten in dem gewöhnlichen Sinne besitzen. 


ER. 
Um die Realität der Brennpunkte der durch (7.) ausgedrückten Curve 


zu untersuchen, haben wir mit Bezugnahme auf (2.) 











‚fi—m ,i—n 
rn «| u | 
(9.) M— „ A=m)(i—n) 
2 mn 
Nulg (m—n)? 


mn 
woraus man durch Elimination von »» und n die Gleichung 


(10) «CC +M = 0 


zu selzen, 


erhält, wo 
L’—4M 


L— N 





| 


a1) € 


Die vier Wurzeln der Gleichung (10.) geben die Entfernungen der vier in 


der Axe AB liegenden Brennpunkte. 
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Um andrerseits die Brennpunkte, welche in der andern Axe liegen, zu 
ermitteln, haben wir das soeben in Betreff der Gleichung (7.) eingeschlagene 
Verfahren auch in Betreff der Gleichung (8.) anzuwenden. Wir haben also 

1—m , i—n 
L—-N= 0 1 ® ]: 


m 








1— m) 1— 
(12.) Mo ale), 
Zu (m —.n)? 


mn 
zu selzen, woraus die Gleichung 
(13) *—-C®-+M = 0 
folgt, deren vier Wurzeln die Entfernungen der in der zweiten Axe liegenden 
Brennpunkte vom Mittelpunkte ausdrücken. 


Der eine der Gleichung (10.) genügende Werth von a° ist derjenige, 
von welchem wir in (1.), (4.) ausgingen. Da dieser reell ist, denn ohnedies 
würden (1.), (4.) aufhören eine geometrische Bedeutung zu haben, so ist der 
zweite der Gleichung (10.) genügende Werth von «* ebenfalls reell, mithin 
hat « nur reelle oder rein imaginäre Werthe. Aus der Vergleichung von (10.) 
und (13.) folgt ferner, dafs, wenn «==e ein Wurzelwerth von (10.) ist, 
@a=ey—1 ein Wurzelwerth von (13.) sein mufs. Hat sonach die Glei- 
chung (10.) vier reelle oder vier anaginäre Wurzeln, so hat die Gleichung (13.) 
vier ümaginäre oder vier reelle Wurzeln; hat dagegen die Gleichung (10.) 
zwei reelle und zwee imaginäre Wurzeln, so hat die Gleichung (13.) eben- 
falls zwei reelle und zwe? zmaginäre Wurzeln. Somit zerfallen überhaupt 
die in Rede stehenden Curven in zwe? Arten, nämlich in Curven, deren 
vier reelle Brennpunkte in gerader Linie, und in Curven, deren vier 
reelle Brennpunkte auf zwei auf einander normalen, sich im Mittelpunkte 
schneidenden Geraden liegen. Gehört eine Curve zur ersteren Art, so hat 
die eine der Gleichungen (10.) und (13.) vier reelle, die andere vier imagi- 
näre Wurzeln und M :st dann positiv; gehört sie dagegen zur zweiten Art, 
so hat jede der Gleichungen (10.) und (13.) zwei reelle und zwei imaginäre 
Wurzeln und M st dann negativ, wonach man also ein leichtes Kennzeichen 
hat, um an der Gleichung zu sehen, zu welcher von beiden Arten eine solche 
Curve gehört. Den Uebergang von der einen Art zur andern bilden die 
Curven, für welche M=0 ist; bei diesen fallen zwei conjugirte Brennpunkte 
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zusammen, nämlich in den Mittelpunkt; diese Curven können also noch als 
dritte Art betrachtet werden. 


Iun. 
Um sich eine Gleichung für ein System von Curven mit gemeinschalt- 
lichen Brennpunkten zu verschaffen, braucht man nur die Constanten L, M, N 
in Gleichung (7.) so von einander in Abhängigkeit zu bringen, dafs die Glei- 
chungen (10.) und (13.), deren Wurzeln die Entfernungen der Brennpunkte 
vom Mittelpunkt angeben, von einer Curve zur andern sich nicht ändern. 


Hiernach mufs also M von einer Curve zur andern denselben Werth behalten. 
L’— EEE 








Aufserdem mufs auch C= L—- —, (s. Gl. (11.)) constant sein. Aus 
dieser Gleichung folgt aber 
L’—4M 
(4) N= 7 


Betrachtet man sonach in der nachstehenden Gleichung 


(15) R—-LR+M+ STR oosu — 0 


M und Ü von einer Curve zur andern als constant, dagegen Z, als veränder- 
lichen Parameter, so haben die durch diese Gleichung dargestellten Curven 
die erwähnten acht Brennpunkte gemein. Wir wollen nun zunächst sehen, ob 
sie sich dergestalt in zwei Schaaren theilen, dafs jede Curve der einen Schaar 
von jeder Curve der andern Schaar rechtwinklig geschnitten wird. 


Ordnet man (15.) nach Z, so erhält man 
2 : ’+M, + CM-+4MR?°cos? 
(16.) 2... R’—-CR’+M L- CR'+CM-4MR?cos’u 


Je’sin’« 1 Jö’sin’« 
eine Gleichung vom zweiten Grade, wodurch angezeigt wird, dafs sich in je- 
dem Punkte der Ebene zwei Curven des Systems schneiden, so dafs also hier- 
durch schon eine Sonderung der Curven in zwei Schaaren bedingt ist. Die 
beiden Werthe des veränderlichen Parameters Z, welche zu einem beliebigen 
Punkte der Ebene (#, u) gehören, sind in Folge der Gleichung (16.) folgende 
ad) Le R'LCR-+M-+W 


2R’sin’« ’ 





= (0, 











wo 





W= yR'+CR-+My)—4ARsiu(CR+CM-+4MR’cos’u). 
Andrerseits folgt aber auch aus (15.), dafs 
(18.) 1 oR u (L?— 4M) sin ucos u ch 
R ou (2R?— L\(\L—C)+L’—4M)cos’u 
Bezeichnet nun 7 den Winkel, welchen die in dem Punkte (A, u) an eine der 
47 * 
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beiden durch diesen Punkt gehenden Curven gelegte Tangente mit der Ab- 
seissenaxe bildet, so ist bekanntlich 


- 1 oR 
cotang (T— u) == RK u 


Aus dieser und den Gleichungen (18.) und (15.) erhält man durch eine leichte 

Entwickelung 
ou M—LR? 1 

(19.) cotang(r — u) — nn Lil au +R') 


Setzen wir hier für Z den Werth aus (17.) ein, so erhalten wir 
| _— (R’+M)cos2u+CR’+ W 
[W.), gr“) = (R’—M)sin 2u 


Sollen die beiden durch diese Gleichung angegebenen Richtungen der Be- 
rührungslinien auf einander normal stehen, so ist es nothwendig und hin- 








reichend, dafs 
cotang (2r, — 2u) — cotang (?r — 2u) 


sei, wenn wir unter 7, und r die Winkel verstehen, welche die beiden Be- 
rührungslinien mit der Abseissenaxe bilden. Denn ist „=4n-+1, so ist 
cotang (27,—2u) = cotang (x + 27 — Zu) —= cotang(?r — 2u). Bilden wir also 
aus (20.) den Ausdruck für cotang(2r—2u), so werden die Curven der 
einen Schaar auf denen der andern normal stehen, wenn der für cotang (27—2u) 
gefundene Werth derselbe bleibt, mag man nun der Wurzel W, welche in 
diesem Ausdruck vorkommt, das Vorzeichen -- oder das Vorzeichen — geben. 
Setzen wir daher in (20.) 
9 (R?-+-M)cos2u-CR = f, 
en (R®— M)sin2u = g, 





so dafs also cotang (7 — u) — = R „ so ist 


colang (2r — Qu) — Sr Wr 


Soll hier die Wahl des Vorzeichens von W auf den Werth des Bruches keinen 
Einflufs haben, soll also 

(4W—a _ V-M'—g' 

2(f+W)y 2(f—-W)y 
sein, so mufs, wie man durch einfache Reduction findet, die Gleichung 

@2) 4 = W‘ 

stattfinden. Diese Gleichung wird aber, wenn man für f und g die Werthe 
aus (21.) wieder einsetzt, en der That identisch, wie man sich leicht über- 
zeugen kann. Demnach ist erwiesen, dafs die Curven der einen Schaar 
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auf denen der andern Schaar normal stehen. Die Punkte A, B, 4’, B', etc. 
sind also auch Brennpunkte in dem gewöhnlichen, Sinne. Die untenstehenden 


) Zeichnungen stellen solche Curvensysteme dar, und zwar Fig. 1 ein System 
» von Curven der ersten, Fig.2 ein System von Curven der zweiten und Fig. 3 
ein System von Curven der dritten Art. 
ar 
/ 
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IV 


Um diejenige Eigenschaft der in Rede stehenden Curven zu ermitteln, 
welche der bekannten Eigenschaft der Kegelschnitte entspricht, vermöge wel- 
cher je zwei zu ein und demselben Punkte gehörige Radien Vectoren mit der 
Tangente in diesem Punkte gleiche Winkel einschliefsen, schlagen wir folgen- 
den Weg ein. Aus der Gleichung 


(f+W)’—o” __ (f-Wi’—g’ 


2 fm af WM)y 
folgt leicht, dafs jeder dieser Brüche und folglich auch 


f+W'—g9: _ 2fW 
TEE TA 











cotang (?2T — Qu) = 
also | 
(23.)  colang(?r— u) —= J 

ist. In Folge der Gleichungen (21.) giebt dies 


(R*— M)sin 2 
(R’+- M)cos2u— Ch’ 





tang (?T — Qu) —= 


Hieraus erhält man leicht 


R'sindu+ CR’sin 2 
R'cos4u+ CR’cos2u+M 





(24.) tang?r = 


Sei nun erstens das confocale Curvensystem ein solches, dessen vier reelle 
Brennpunkte 4, B, 4’, B’ in ein und derselben Axe liegen, sei O der 
Mittelpunkt, P ein Punkt der Curve, A und u seine Polarcoordinaten, es 
werde ferner 0A=O0B=a, 04'—= OB’ —=a' gesetzt, und die Winkel, 
welche die Geraden AP, BP, 4'’P, B’P mit der Axe bilden (d. h. mit der- 
jenigen Seite derselben, von welcher an der Winkel # gerechnet wird), seien 
mit @, P, 7, © bezeichnet, so hat man, wie leicht zu sehen: 














EN Rsin w 
2 Rcosu+ta’ 
nf Rsin u 
y) mm e 
el Rcosu—a’ 
NO Rsin « 
ler kRcosu+ta' ’ 
Rsin u 
tang d er Rcosu— a 








TEE ERTETEEERETEWENTN. 
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Aus diesen Gleichungen erhält man leicht 
R’sin2u 
tang (2-7) — R’cos2u— u?” 


R’ sin 2 
tang (7 0) — Resiu—a® 








und hieraus 
R*sin4u—(a’-+ a’) R”sin2« 
3 y m . 
tang («+ 1779) R'cos4u— (a’+a'*) R’cos2u+ a?a'” 


Aus (10.) folgt aber, dafs 





we 
M. 


| 


a’ a” 


aa” 


| 


Folglich ist 
’ R'sin4u-+ CR’sin2u 
di A muanın GEERE 
tang(e + P+Y7TI) = Prcosau FÜR 'cos2u-M’ 





woraus bei Vergleichung mit (24.) hervorgeht, dafs 
tang («+ +y+0d) = tang?ı 


Dei a2(@a+ß+y+0) 
(25.) oder 
| Hat str ++ m 
jenachdem die Curve zu der einen oder zu der andern Schaar gehört. 
Liegen zweitens die vier reellen Brennpunkte A, B, 4, B’ des Curven- 
systems auf beiden Axen und bezeichnet man mit «, P, y, Ö die Winkel, 
welche die Graden AP, BP, 1P, B'P mit der Axe AB, mit y', Ö' 
die Winkel, welche die Geraden #P, B'P mit der Axe 4’PB’ bilden, so ist 


und folglich entweder 

















’ sin? . 
wiederum ang (A) Dagegen ist 
ta r__ Reosu u — Rcosu 
aNS7 — 7 —Rsinu ’ Er a' + Rsinu ’ 
folglich 
Rsin u—« ksinu-+a 
tangy = tang (y' — 4) = se, tangd = tang (d’— 4) = ut 


Somit ist 
R* sin 4u— (a— a”) R’sin 2u 
tang(e + P+yYTI) = R*cos4u— (a’— «a'?) R? cos?2u— a’a! 


Da aber hier 





BR; 
M, 


a” 


2 N 
— (Ada 
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so ist wiederum 


R*sin4u-+ Ch’sin 2u 
u et R'cos Au + OR?cos2u+M ’ 





also auch hier 
tang (@-- A -+y-0) = lang?r. 

Wir haben sonach folgenden Satz: Der Winkel, welchen eine beliebige 
Tangente einer Curve der in Rede stehenden Art mit einer der beiden 
Axen bildet, ist der halben Summe der Winkel, welche die vier von den 
reellen Brennpunkten nach dem Berührungspunkte der Tangente gehen- 
den Radien Vectoren mit der erwähnten Axe bilden, entweder gleich, 
oder er übertrifft diese Summe um einen rechten Winkel. 

Setzt man in (1.) m oder n gleich Null, so ist die Curve offenbar eine 
Ellipse oder Hyperbel. Es ist aber alsdann, wie man leicht ersieht, « — x 
und es fallen also bei den Kegelschnitten zwei von den vier reellen Brenn- 
punkten ins Unendliche. Der eben bewiesene allgemeine Satz giebt dann die 
im Anfang dieses Paragraphen erwähnte Eigenschaft der Kegelschnilte. 


V. 

Um den Zusammenhang der in diesem Aufsatze behandelten Curven 
mit den elliplischen Functionen darzulegen, mufs ich auf einen Aufsatz im 
LV°“" Bande dieses Journals verweisen, in welchem ich unter Andern dar- 
sethan habe, dafs, wenn man a+by—1 als Ausdruck desjenigen Punktes be- 
trachtet. dessen Coordinaten a, b sind, cos(#u--v2) für ein constantes v und 
veränderliches # Ausdruck einer Ellipse, für ein constantes « aber und ver- 
änderliches » Ausdruck einer Hyperbel ist, welche Kegelschnitte beide ihre 
Brennpunkte in +1 und — 1 haben. Giebt man also dem v hintereinander 
mehrere constante Werthe und setzt « variabel, und giebt dann ebenso dem 
u mehrere constante Werthe und setzt v variabel, so erhält man ein System 
confocaler Ellipsen und Hyperbeln, als dessen Ausdruck die Function zweier 
Variabeln cos(“--vi) betrachtet werden kann. 


Ich behaupte nun, dafs die Functionen zweier Variabeln sin am (u--v2), 
cosam (u-- ve), Jam (u--vi) ganz in derselben Weise die Ausdrücke für die 
oben behandelten Curvensysteme sind, und zwar dergestalt, dafs sinam (u--v:) 
Ausdruck eines Curvensystems ist, dessen vier reelle Brennpunkte in gerader 
Linie liegen. während durch cosam(w--v) und fam(u-+-vr) solche Systeme 
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dargestellt werden, in welchen die reellen Brennpunkte sich auf zwei zu ein- 
ander normalen Richtungen befinden. 


1. Dem oben citirten Aufsatz gemäfs ist nämlich sinam A ein Brenn- 
punkt der durch sinam(w-+-vr) dargestellten Curven, wenn 
osinam A 
oA 


Findet aber die letztere Gleichung statt, so ist sinam X entweder +1. oder 


— cosam Adam X —0. 





1 f} } W 
+7, wenn %* der Modul von sinam« ist. Demnach hat das Curvensvstem 
} « 
. en ” D . . . . 1 
sinam (a-;-”?) die vier in gerader Linie liegenden Brennpunkte +1 und tr 
[1 


Bezeichnen wir die ersteren beiden durch / und 7’, die letzteren durch 7] 
und ZI’, ferner einen beliebigen Punkt sinam (w--»ö) einer jener Curven 
durch P, so ist noch in Folge jenes Aufsatzes 

PF — (1— sinam (u-+ v2)) (1 — sinam(u — v?)) 


(sinam u Sam vi — cosam ıx)? 
1-— k*sin?am u sin? am 





Ebenso 
PI" — (1-sinam(®—v?)) (1--sinam (u —v?)) 
(sin am u. Sam ıx + cosam vi)’ 
1 — k”sin?am «sin’am ı 


Setzen wir demnach PJ-PT—8S, PI—- Pl =D, so is! 


. 2sinam « Jam vi 
I = re este ; 
y1—h*sin’am u sin? am ıv 











a | 


2 cosamır 





y 1— h”sın? am « sin’am 





Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen w, so erhält man die Gleichung 


D° S’h’cos’coamı A 
cos’am vi h"? AN® 








welche sich auf folgende geeignetere Form bringen lälst: 
(27)  cos’coam(v, k)S’-+cosam(v,A)D — 4 
Diejenigen Curven des Systems sinam(®@-—-v2), für welche v constant ange- 
nommen wird. sind also in der That mit der einen Classe der oben behan- 
delten Curven identisch. 
Eliminirt man andrerseits v aus den Gleichungen (26.). so erhält man 


$? D°k? cos*am u 


_— 


cos?’coam x k'® 
Journal für Mathematik Bd. LVII. Heft 4, 


== 4, 
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und sonach gehören die Curven, für welche # constant angenommen wird, 
zu derselben Klasse. Bemerkenswerth ist hier noch, dafs der Modulus X nichts 
anderes ist, als das Verhältnifs des Abstandes des einen Paares conjugirter 
Brennpunkte vom Mittelpunkte zu .dem Abstand des andern Paares. 

2. Was die durch cosam («-+-v:) dargestellten Curvensysteme betrifft, 
so ist cosam Ä ein Brennpunkt dieser Curven, wenn sinam X Jam X —=(0. 
Aus letzterer Gleichung folgt aber, dafs in diesem Falle cosam X die vier 


y ki ‘ . . . [ 
Werthe +1 und + T- hat. Bezeichnen wir sonach wieder diese vier Brenn- 
v 


punkte durch Z, 7’, II, IT’, so ist 
PF —= (1—cosam(u-+ v)) (1— cosam (u — vr) 


(cosamı — cosam vi)? 
4 — k”sin’am u sin®am vi 


\ 





Ebenso ist 











PI?: — (cosamu + cosamvi)’ 
1— k”sin’amusin*am vi 
Folglich 
PT 2cosam u 
yi—h?sin’am «sin’amoi 
RE 2cosam 








y1— h*sin? am «sin?am vi 
Durch Elimination von « aus diesen beiden Gleichungen erhält man nach ge- 
eigneter Transformation 


Sam(v, k') D’ — k’tang’ am (v, k') S’ — 4, 


durch Elimination von v dagegen 


a 5? 
k*sin’amu. D’+ = 4 


sin?’coam u 





Also auch diese Curven befolgen das im Anfang zu Grunde gelegle Gesetz. 
Dieselbe Art der Herleitung ist auch für die Curven Sam (w-+ v2) statthaft. 


Liegnitz, im Sommer 1859. 
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Sur le resultant de trois formes quadratiques ter- 


naires, extrait d’une lettre a M. Borchardt. 
(Par M. Ch. Hermite a Paris.) 


. En posant avec M. Cayley (p. 139 de ce volume): 
a au Ben ' ee ’ Fin a 
—= (s,d,0,F,HM(2,Yy,2), o lt), y,®)), 
" nz pt gt dr Ki. 
> ne N, Ay, 
jai cherch& ä exprimer le resultant au moyen des vingt determinants que 


donne le systeme: 
| a,b, of 9 A 


(A.) a, b', a 5 9: MW), 
BEREIT, HH 
lorsqu’on prend de toutes les manieres possibles, trois colonnes verticales. 
Pour abreger l’ecriture, je les designerai ainsi: (abe), (abf‘). (abg)., etc.. de 
maniere que l’on ait par exemple: 
" b, € 
(se) = ie, P, | 
la u cr \ 
le terme principal «b’e” etant toujours pris avec le signe +. Ceci con- 
venu, je distingue dans le groupe des vingts determinants les deux suivants, 
(agh) comme premier terme d’un covariant et (bef) comme premier terme 
d’un contrevariant par rapport aux trois formes , %, g". Reservant d’en 
donner plus tard la raison, je me borne en ce moment ä developper les ex- 


pressions de ces deux formes, savoir: 





a’ y’ 2° ay  yz 2’2 ay? y3? 32° ways 
Milan Zu (abg)] —(bch)|+(aef)) —adf)|—beg)]F(ach)] — (abe) 
+afh))— (bfg)l— (eyh)i— (Bgh)|+(efh)|— (afy)—fah)l ? 














. n’ c En nt CE En? nd? Ent 
F— Pr —(acg)|+(abh)| —(beg) | +(ach) | —(abf) | +(acf)| —(abg) = (abe) |. 
—%efh)|+2(afg)|+2(dyh)l+2(esn)|—2(afh)| + 2(0f9)| —A(fyh) 
Maintenant si l’on designe par Sf et SF’ les invariants du quatrieme degre 
de M. Aronhold par rapport aux formes cubiques f et F\, le resultant sera: 
R=SF-16Sf. Il se trouve donc exprim& au moyen des determinants 
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' „ 


du systeme (A.) et l’on voit immediatement que si l’on remplage y, p, y 

par: Ag -2'p' +2" p", up +Wgp'+u”gp", vp+rvgp'+rv"g", il se reproduit mul- 
Be 2" 

tipli6 par la qualrieme puissance du determinant: (u, w, w’;. La demon- 
v,v, yr\ 

stration suit d’ailleurs du m&me princeipe qu’a employe M. Cayley, en re- 

marquant que si l’on suppose: 

dU N „__, dU 


—_— 


p— 4 — — 1 — 1 
f 3 dr ? p 3 dy ’ p 3 dz ’ 


U designant une forme cubique, on aura f= HU, F= — PU*),. 

Mais il est un autre point de vue sous lequel on peut envisager la 
determination du resultant en recherchant comme !’a fait le premier M. Syl- 
vester une expression analogue ä celle du discriminant d’une forme cubique. 
Cette expression remarquable dont la decouverle est due a M. Aronhold 
etant 648° — T’, l’analogie que nous voulons suivre, conduit naturellement 
a essaver d’obtenir, par rapport au systeme des trois formes proposees, deux 
invariants combenants qui coincident avec T'’ et S° dans le cas parliculier 
ou 9, @', p" sont les derivees partielles d’une forme cubique. Or M. Syl- 
vester a deja donne une fonction qui dans ce cas se r@duit non seulement ä 
T’, mais a 7 lui meme, ainsi l’analogie est a cet egard aussi complete qu’on 
peut le desirer. Mais il n’en est pas absolument de m&me en ce qui con- 
cerne l’autre terme du resultant qui au lieu de devenir S°, se presente comme 
une fonction lineaire de S° et T’’. Les recherches suivantes conduiront comme 
on le veut, a un invariant combinant qui se reduit precisement a 8°, mais 
leur objet principal sera surtout de donner un premier exemple de l’extension 
aux formes ä trois indeterminees de methodes appliquees seulement jusqw’ici 
aux formes binaires et que j’ai developpees dans un memoire du Journal de 
Mathematiques de Cambridge et Dublin (annee 1854). 

Je rappellerai d’abord cette proposition dont je ferai souvent usage. 
Soit f==FPx“y’z° un covariant et #($&,n,{) un contrevariant par rapport 


a une ou plusieurs formes, en operant avec f sur F' de la maniere suivante: 


da+b+ec F 


ZP demo 9" obtiendra un contrevariant, et si d’une maniere toute sem- 
> > 


blable. on opere avec un contrevariant: @—= EQI5"n?C? sur un covariant g, 








*) Voyez pour ces notations le travail du m&me auteur publie dans les transactions 
de la Societe Royale sous le titre: A Third Memoir upon Quantics. 
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| de+ß+yy 
c ° “| ’. L) 7 N “ ; ı 
le resultat: SQ nd sera un covariant. Par la suite et pour designer 
« I)! Ms - 


d’une maniere speciale ce mode d’operer avec une forme sur une autre. je 





eonviendrai de la notation suivante: 


derb+e SE 20- de+P4 er A 


xF— xp 6 Daggien 
/ d&° dm? die ° di, dxredyPdzr 





Supposant par exemple que f et F’ soient le covariant et le contrevariant 

cubique, par rapport aux trois formes quadratiques p, g', g", dont les ex- 

pressions ont @i& donnees plus haut, on trouvera 

[* F —= 6(agh)(bef) + 6(bfh)(acy) +6 (efy)(abh) —S(afy)(bfy)—S(bgh)(eyh 
— S(efh)\(afh)—A(abf)(acf) -+4(beg)(abg) —4ach)(beh)— 2(abf)(eyh) 
-2(aby)(efh) +2 (beg)(afh) — 2(beh)(afg)+2(aef)(bgh)+2(ach)(bfy 

2 (abe) (fyh) +8(fyh)' — (abe)‘. 
C’est precisement sauf le signe la quantite 7’ dont M. Cayley a donne un 
autre mode de formation page 142 de ce volume, et on apercoit immediatement 


le lien de cette expression avec l’invariant de sixieme ordre des formes 
|  , A dU 

cubiques, car en supposant p —= SE Zn 5 6 Ale 5 elle se reduit 

a l’invariant du sixieme ordre de Ü. 


Faisons en second lieu: 

g%&F=lImy4nl, YRF—=ltmn4n, Y'XxF=lS5Hm"'n4n", 
mn 

1 | x ' i 
et posons: Z=—— {/l, m, n',, ce determinant sera un invariant combinan!t 
% ws 2 9 
12 m", N 
du douzieme ordre par rapport aux formes donnees, et si comme tout a l’heure 
dU ‚ dU ” ‚ AU 


on fait I’hypothese y=3 7, y = Im az aura precisement: 
= — 8°’, S designant l’invariant du quatrieme ordre de U. Le resultant re- 
latif a o, 9, 9" sera done: 642°— T”, expression analytique qui realise 
autant que possible cette analogie avec le diseriminant d’une forme cubique 
que M. Sylvester a le premier reconnue. 

Mais le fait qu’il importe prineipalement de remarquer, c’est l’existence 
des trois contrevariants lineaires simultanes: 9X F\, x F\, g"% F' par rapport 
au systeme des formes quadraliques propos6es. En elfet, si "on en deduit en 
transposant, la substilulion suivante: 

ze—=IX- YUV Z, y=nA+mY+4m'Z, z=nA-+nY-n’Z, 
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et qu’apres l’avoir elfectuee dans Y, y', ", on designe les transformees ob- 
tenues par: %, w', w”, on aura ces deux propositions: 

1°. w, w, w" sont les derivees par rapport ä X, Y et Z d’une 
meme forme cubique. 


2°. Tous les coefficients de ceite forme cubique sont des invariants 


simultanes des trois formes proposees g, y', p". 


Ce second r6sultat offre le premier exemple de l’extension aux fonctions 
a trois indeterminees de la notion des formes types, que j’ai introduite dans 
l’etude des formes binaires de degres impairs et en partant des covariants li- 
n&aires propres a ces formes. En second lieu, considerons en faisant abstraction 
pour plus de simplicit& du denominateur, la substitution inverse de la prece- 
dente, savoir: 
X — (m’n” — nm’ )c+ (nl — Un )y+-(Um"—ml")g = Lx 4+My +XNz, 
Y — (nm! — mn” )c-+(In’ — nt!" )y-+ (mi — Im’) — L’xr-- M'y--N'z, 
Z —= (mn' — nm!) x + (nl' — In’) y -- (Im’ — ml!)z—= L'"2-+M'y-{N'z. 
Ges trois fonctions lineaires seront evidemment des covariants simultanes de 
f, 9, g', de plus: 9 = yAÄ-+gYY-g"Z sera un covariant cubique et: 
$— p(Lu-- Mv-- Ne) + g(L’u-+ M'v--Nw)+g"(L"u+M'v-N"'w) 
un covariant double, en #, v, w d’une part ei x, y, 2% de l’autre. Or ona 


la relation 





do dO , do 
3% = —— muennn auhee s 
3I — u 2 + ® dy rw ar. 
d’ou: 
do ! do nz 
I, bet ly4 Li, 3, = MH My HMM", 
2 Np+ N +N"gr. 


s da 

Ainsi les memes quantites /, m, n, etc. se presentent dans la transformalion 
de variables comme dans la combinaison syzygetique par laquelle on ramene 
les formes quadraliques proposees aux deriv6es partielles d’une meme forme 
cubique. On peut d’ailleurs aisement les calculer par la remarque suivante. 
Nommons &, &', &" les formes adjointes de y, , g", et considerons le 

dp dp! dog" 

dz’ dE’ sr 





\ dıp dop' dp" . 
determinant: f > . - En le mettant successivement sous ces 


dp dp! dp" 








dz ’ dx ° de 
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trois formes: 


dep 
dz 


dp 
dy 





Q dp IM 


dx " R 





x dx FM dy al dz 





gr’ dp" „dy" „ dgy" 
dr Mm dy R dz 


on aura: 


yRE=SPXEHNPRM AHIDBKN, 
GE — EP KYHDKM LED x 
g'xF PO &d p"' x" n p"x Mm - | u p' KM" 


L’analyse precedente s’applique evidemment ä Pötnde de deux formes cubiques 
binaires simultances et conduit a l’egard de ces formes ä des resultals enliere- 
ment semblables a ceux qu’on vient de voir. Ü’est une extension nouvelle 
donnee ainsi a l’analogie qu’ont revele les decouvertes de M. Hesse et de 
M. Aronhold entre les formes cubiques ternaires et les formes biquadratiques 
binaires, et qui doit complter, ce me semble, parmi les resultats les plus in- 
teressants de l’algebre moderne. Peut-etre pourrais-je y revenir plus tard, 
mais avant de terminer j’indiquerai encore, puisqu’il a et@ question plus haut 
des formes types, comment on peut etendre au cas d’un nombre quelconque 
d’indetermindes la notion des formes canoniques telle que je l’ai donne ailleurs 
pour les formes binaires. A cet effet j’admeltrai l’existence de deu. co- 


variants quadratiques (X, yY,2,...), W(2,Y,2%,...) par rapport a la forme 
ou au systeme de formes donne. Cela pos&, la substitulion lineaire de .r,y,2,. 
en d’autres indetermindes A, Y, Z etc. qui fournira la reduction ä la forme 
canonique, sera definie par les conditions: 

p(X,Y,%.:.) a +bY°-—-cZ’ +... 

v(R,Y,%..) = aA’ BY’ + yZ-. 
On verra aisement, comment se BREe en partant de lä, les proposilions 
fondamentales que j’ai donnees dans le cas des formes binaires. 


\ 


Paris, 14 fevrier 1860. 











Druckfehlerverzeichnifs. 


Band 56. 


149 Gleichung (1.) — ar statt — aPy. 


J 


- 195 2.9 v. u. statt des Ausdruckes für er ist der folgende zu setzen: 
je " h’ k’ k’ h® ! 
l 


2.4...2hl 37052) ! Zen Fear — 24.600022 N 


- 195 2.6 v. u. KR statt km. 








Band 57. 


Is5 erste Zeile nach der dort obenstehenden Determinante: von derselben stalt vor 


derselben 














